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5.4.3 Povřsina plohe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

6 Trostruki integral 20
6.1 Riemannov integral naR3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

6.1.1 Trostruki integral u Kartezijevim koordinatama . . . .. . . . . . . . . . . . . . 20
6.2 Promjena varijabli u trostrukom integralu . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . 20
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8.6.3 Vektor položaja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 26
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11.3 Plǒsni integrali druge vrste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 39

11.3.1 Definicija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 39
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I FUNKCIJE VIŠE VARIJABLI

1 Neprekinutost i limes. Parcijalne derivacije i diferencijali prvog reda

1.1 Otvoreni skupovi

Razmatranja pojmova neprekinutosti, limesa, diferencijabilnosti, ... uvijek se provode na otvorenom
skupu. SkupΩ ⊆ R

n je otvoren ako za svaku točku P0 iz Ω postoji kuglaB (P0, δ) polumjeraδ oko
točkeP0 takva da vrijediB (P0, δ) ⊆ Ω. Na taj nǎcin izbjegavamo tǒcke na rubu zaΩ koje potencijalno
mogu biti problematǐcne.

1.1.1 Povezan skup. Podrǔcje u R
n

Otvoren skupΩ ⊆ R
n je povezan ako za bilo koje dvije točkeA,B ∈ Ω postoji konǎcno mnogo tǒcaka

A = P0, P1, ..., Pk−1, Pk = B takvih da spojniceP0P1, P1P2, ..., Pk−1Pk leže uΩ. Otvoren i povezan skup
Ω ⊆ R

n naziva se podrǔcjem uRn.

1.2 Nivo-krivulje

Za danu funkcijuz = f (x, y) naR2 nivo-krivulje su definirane izrazom:

f (x, y) = C, C je konstanta (1.1)

Za razlǐcite konstanteC (realni brojevi) dobijemo različite nivo-krivulje. Ako funkcijaz = f (x, y)
opisuje plohu ili dio plohe uΩ ⊆ R

3, tada nivo-krivulje dobivamo presjecima ravninaz = C s plohom
z = f (x, y).

1.3 Nivo-plohe

Za danu funkcijuu = g (x, y, z) naΩ ⊆ R
3 nivo-plohe su definirane izrazom:

g (x, y, z) = K, K je konstanta (1.2)

Za razlǐcite konstanteK (realni brojevi) dobijemo različite nivo-plohe.
Ako je u skalarni potencijal, ploheg (x, y, z) = K nazivaju seekvipotencijalnim plohama, odnosno,

plohama po kojima je potencijal konstantan.

1.4 Limes funkcije

Za realan brojL kažemo da je limes funkcijef u točki P0 ako (∀ε > 0) (∃δ > 0) takav da∀P vrijedi

0 < d (P, P0) < δ ⇒ |f (P ) − L| < ε (1.3)

Iz ove definicije se vidi da je limes funkcije neovisan o putu po kojem stižemo uP0. Takoder, brojL ne
mora biti povezan s definiranom vrijednosti funkcijef (x0). No, funkcijaf neprekinuta je u tǒcki P0

ako jeL = f (P0).
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1.4.1 Iterirani limesi

Jedan od mogúcih nǎcina koji ukazuje nǎcinjenicu da li funkcija dvije varijablef (x, y) ima limes u
nekoj tǒcki P0 , jest izrǎcun iteriranih limesa: ako je rezultat uzimanja limesa funkcije najprije pox,
onda poy, i obratno, poy pa onda pox, jednak istom brojuL, smijemo posumnjati da funkcijaf ima
limesL u točki P0. Za konǎcan zakljǔcak o tome je liL limes funkcijef (x, y) moramo upotrijebiti
definciju (1.3).

1.5 Diferencijabilnost

Funkcija dvije varijablef (x, y) je diferencijabilna (derivabilna) u točki (x0, y0) ako postoji polinom

P (h, k) = Ah + Bk (1.4)

gdje suA i B realni brojevi, takav da vrijedi

lim
(h,k)→0

|f (x0 + h, y0 + k) − f (x0, y0) − Ah − Bk|
√

h2 + k2
= 0 (1.5)

Veomačesto se razmatra samo slučaj kad varijableh i k imaju konǎcno male vrijednosti, blizu nule.
Uobičajene oznake u fizici suh = ∆x i k = ∆y.

1.6 Parcijalna derivacija

Funkcijaf (x, y) ima parcijalnu derivaciju po varijablix u točki (x0, y0) ako postoji limes

lim
h→0

f (x0 + h, y0) − f (x0, y0)
h

(1.6)

Slično, funkcijaf (x, y) ima parcijalnu derivaciju po varijabliy u točki (x0, y0) ako postoji limes

lim
k→0

f (x0, y0 + k) − f (x0, y0)
k

(1.7)

Uobičajene oznake za parcijalnu derivaciju pox su

∂f

∂x
ili fx ili f ′

x ili ∂xf ili D1f (1.8)

Ako je funkcija diferencijabilna, onda je i neprekinuta. Takoder, onda ima i parcijalne derivacije. Obrat
ne vrijedi: ako funkcija ima parcijalne derivacije, nije nužno neprekinuta i nije nužno diferencijabilna.

1.7 Totalni prirast

Totalni prirast funkcijez = f (x, y) u točki (x0, y0) je razlika

∆z = f (x0 + ∆x, y0 + ∆y) − f (x0, y0) (1.9)

gdje su∆x i ∆y konǎcno mali prirasti varijablix i y.
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1.8 Totalni diferencijal

Totalni diferencijal funkcijez = f (x, y) u točki (x0, y0) je izraz

dz =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy (1.10)

gdje sudx i dy beskonǎcno mali prirasti varijablix i y. Parcijalne derivcije u (1.10) računamo u tǒcki
(x0, y0).

Ako su∆x i ∆y dovoljno mali, smijemo aproksimirati

∆zapp ≈
∂f

∂x
∆x +

∂f

∂y
∆y (1.11)

Izraz (1.11) je u vécini slučajeva laǩse izrǎcunati nego (1.9). Veoma sečesto koristi u fizici.
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2 Diferenciranje složenih funkcija. Derivacija funkcije u zadanom smjeru

2.1 Egzaktna diferencijalna forma

Diferencijalna forma naΩ ⊆ R
2

P (x, y) dx +Q (x, y) dy (2.1)

naziva se egzaktnom diferencijalnom formom, ili kraće, egzaktnim diferencijalom ako vrijedi

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
(2.2)

Uz uvjet (2.2), diferencijalna forma (2.1) jednaka je totalnom diferencijalu neke funkcijef (x, y) i
možemo pisati

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy = −Pdx −Qdy (2.3)

Integral funkcijef ovisi samo o pǒcetnoj tǒcki T1 i konǎcnoj tǒcki T2

∫T2

T1

df = f (T2) − f (T1) (2.4)

2.2 Rotacija vektorske funkcije

Rotacija vektorske funkcijeA (x, y, z) = P (x, y, z) ex+Q (x, y, z) ey +R (x, y, z) ez naΩ ⊆ R
3 definira

se izrazom

curlA ≡ det





ex ey ez
∂x ∂y ∂z
P Q R





= ex
(

∂yR − ∂zQ
)

− ey (∂xR − ∂zP ) + ez
(

∂xQ − ∂yP
)

(2.5)

2.3 Konzervativno polje. Gradijent skalarne funkcije

Neka je vektorsko poljeA dano funkcijomA (x, y, z) = P (x, y, z) ex +Q (x, y, z) ey + R (x, y, z) ez na
Ω ⊆ R

3. PoljeA je konzervativno (potencijalno, bezvrtložno) ako vrijedi

curlA = 0 (2.6)

odnosno,
∂R

∂y
=
∂Q

∂z
,

∂R

∂x
=
∂P

∂z
,

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
(2.7)

Tada postoji skalarna funkcijaF (x, y, z) takva da je

A = −gradF (2.8)

gdje je gradijent funkcijeF (x, y, z) definiran relacijom

gradF ≡
∂F

∂x
ex +

∂F

∂y
ey +

∂F

∂z
ez (2.9)

Uvjeti (2.7) nam takoder, osiguravaju da je diferencijalna forma

P (x, y, z) dx +Q (x, y, z) dy +R (x, y, z) dz (2.10)

egzaktna.
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2.3.1 Odredivanje skalarnog potencijala

Pretpostavimo da je vektorsko poljeA konzevativno te postoji skalarna funkcijaF za koju vrijedi (2.8).
Definiramovektor infinitezimalnog pomakadr izrazom

dr = dxex + dy ey + dzez (2.11)

Totalni diferencijal funkcijeF glasi

dF =
∂F

∂x
dx +

∂F

∂y
dy +

∂F

∂z
dz = (gradF ) · dr = −A · dr

= −P (x, y, z) dx −Q (x, y, z) dy −R (x, y, z) dz (2.12)

što je ekvivalent izraza (2.3) naΩ ⊆ R
3. Ako je zadana diferencijalna forma (2.10), pomoću (2.12)

integracijom možemo odrediti skalarni potencijalF .

2.4 Diferenciranje slǒzenih funkcija

Zadana je funkcijaf (x1, x2, ..., xm). Pretpostavimo da svaka odm varijabli xi , ovisi on varijabli uj tako
da je

xi = gi (u1, u2, ..., un) (2.13)

Neka je zadana vektorska funkcijaG = (g1, g2, ..., gm) gdje su{gi} komponente. Formiramo kompozi-
ciju funkcija

h (u1, u2, ..., un) ≡ (f ◦ G) (u1, u2, ..., un)

= f (g1 (u1, u2, ..., un) , g2 (u1, u2, ..., un) , ..., gm (u1, u2, ..., un)) (2.14)

Tada vrijedi
∂h

∂uk
=

m
∑

j=1

∂f

∂xj

∂gj

∂uk
(2.15)

Poseban slǔcaj je ako se varijablauk eksplicitno pojavljuje u funkcijif , odnosno,f (uk, x1, x2, ..., xm).
Tada pǐsemo

∂h

∂uk
=

m
∑

j=1

∂f

∂xj

∂gj

∂uk
+
∂f

∂uk
(2.16)

Napomena 1 Veoma često se umjesto∂h/∂uk u (2.15) i (2.16) piše∂f/∂uk no takav zapis u (2.16)
dovodi do pogreške.

2.5 Geometrijsko znǎcenje gradijenta

Neka je plohaS opisana funkcijomz = f (x, y) . Gradijent naΩ ⊆ R
2 dan je formulom

gradz =
∂f

∂x
ex +

∂f

∂y
ey (2.17)

Geometrijsko znǎcenje gradijenta je da pokazuje smjer najbrže promjene funkcije f u promatranoj tǒcki.
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2.5.1 Normala na krivulju g (x, y) = 0

Ako je krivulja C uΩ ⊆ R
2 zadana jednadžbom

g (x, y) = 0 (2.18)

tada je totalni diferencijal

dg =
∂g

∂x
dx +

∂g

∂y
dy = (gradg) · dr = 0 (2.19)

Vektor dr = dxex + dy ey ima smjer tangente na krivuljuC. Iz (2.19) vidimo da je gradg ortogonalan
nadr , odnosno, ima smjer normale naC.

2.6 Derivacija funkcije u zadanom smjeru

Derivacija u smjerujediničnog vektoral za funkcijuz = f (x, y) definira se izrazom

∂z

∂l
= (gradz) · l (2.20)

Pretpostavimo da je zadani smjer

l =
gradz

‖gradz‖
(2.21)

Tada derivacija u smjerul ima vrijednost

∂z

∂l
=

(gradz) · (gradz)
‖gradz‖

=

√

(

∂z

∂x

)2

+

(

∂z

∂y

)2

(2.22)

što predstavlja najvécu vrijednost koju∂z/∂l može imati.
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3 Parcijalne derivacije i diferencijali vi ših redova. Taylorova formula

3.1 Parcijalne derivacije vǐsih redova

Uobičajene oznake za parcijalne derivacije drugog reda pox su

∂2f

∂x2
ili f ′′

xx ili ∂2
xf ili ∂xxf ili D2

1f (3.1)

Mješovite derivacije drugog reda pox i y

∂2f

∂y∂x
ili

∂

∂y

(

∂f

∂x

)

ili f ′′
xy ili ∂yxf ili ∂y∂xf ili D2D1f

(3.2)
Za funkciju tri varijable oznake za mješovite parcijalne derivacije redovai, j i k su

∂i+j+kf

∂xi∂yj∂zk
ili f (i,j,k) ili ∂ix∂

j
y∂
k
zf (3.3)

3.1.1 Schwarzov teorem

Može se dokazati da je redoslijed diferenciranja za mješovite parcijalne derivacije nebitan pa je uvijek
mogúce odabrati redoslijed koji nam odgovara ili koji je najjednostavniji za rǎcun. Pri tome funkcija
koju diferenciramo mora biti klaseCp ako tražimo parcijalne derivacijep-tog reda. Na primjer, želimo li
da vrijedi

∂

∂y

(

∂f

∂x

)

=
∂

∂x

(

∂f

∂y

)

(3.4)

funkcija f mora biti klaseC2, odnosno,f mora biti neprekinuta i sve parcijalne derivacije zaf do
drugog reda moraju postojati i biti neprekinute funkcije.

3.2 Diferencijali viših redova

Za funkcijuz = f (x, y) diferencijal 1. reda dan je formulom (1.10)

dz =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy (3.5)

Diferencijal 2. reda zaz = f (x, y)

d (dz) = d

(

∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy

)

=
∂2f

∂x2
dx2

+ 2
∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
dy2 (3.6)

Pri izvodu formule (3.6) uzima se u obzir Schwartzov teorem id (dx) = 0. Parcijalne derivacije drugog
reda uvijek rǎcunamo u zadanoj točki.

3.2.1 Hesseova matrica

Diferencijal 2. reda možemo zapisati i u matričnom obliku

d2z = (dr )T ·
(

Hfdr
)

(3.7)

gdje jeHf Hesseova matrica za funkciju dvije varijablef

Hf =

(

∂xxf ∂xyf

∂xyf ∂yyf

)

(3.8)

dok je vektordr

dr =

(

dx

dy

)

(3.9)

Vektor (dr )T je transponirani vektordr , odnosno, (dr )T = (dx, dy).
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3.2.2 Diferencijal n-tog reda

Rǎcunamo ga po simboličkoj formuli

dnz =

(

dx
∂

∂x
+ dy

∂

∂y

)n

f (x, y) =
n
∑

k=0

(

n

k

)

dxkdyn−k
∂nf (x, y)

∂xk∂yn−k
(3.10)

3.3 Diferenciranje implicitno zadanih funkcija

Jedan od uvjeta da jednadžbaF (x, y) = 0 opisuje implicitno zadanu funkcijuy = f (x) na otvorenom
intervalu oko tǒcke (x, y) jest da je parcijalna derivacijaF ′

y 6= 0. Tada je

dy

dx
= −

F ′
x

F ′
y

(3.11)

Slično, da jednadžbaG (x, y, z) = 0 opisuje implicitno zadanu funkcijuz = g (x, y) mora biti ispunjeno
G′
z 6= 0. Tada vrijedi:

∂g

∂x
= −

G′
x

G′
z

∂g

∂y
= −

G′
y

G′
z

(3.12)

Jedan od uvjeta da sustav jednadžbi

H1 (x, y, u, v) = 0

H2 (x, y, u, v) = 0 (3.13)

opisuje implicitno zadane funkcijeu = h1 (x, y) i v = h2 (x, y) jest uvjet

∂ (H1,H2)
∂ (u, v)

= det

(

∂H1/∂u ∂H1/∂v

∂H2/∂v ∂H2/∂v

)

6= 0 (3.14)

3.4 Taylorova formula

Taylorovom formulom zadan je razvoj funkcijef (x, y) u red po potencijama za varijablex, y oko tǒcke
T (x0, y0)

f (x, y) = f (x, y)|T +
1
1!

[

(x − x0)
∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

]

f (x, y)

∣

∣

∣

∣

T

+
1
2!

[

(x − x0)
∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

]2

f (x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

T

+...+
1
n!

[

(x − x0)
∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

]n

f (x, y)

∣

∣

∣

∣

T

+...

(3.15)

gdje se parcijalne derivacije zaf računaju u tǒcki T . Na primjer,članovi drugog reda u razvoju (3.15)
su

1
2!

[

(x − x0)
∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

]2

f (x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

T

=
1
2

(x − x0)2 ∂
2f (x0, y0)

∂x2

+ (x − x0) (y − y0)
∂2f (x0, y0)

∂x∂y
+

1
2

(y − y0)2 ∂
2f (x0, y0)

∂y2
(3.16)

iz čega vidimo da s operatorom
[

(x − x0) ∂/∂x + (y − y0) ∂/∂y
]2

računamo slǐcno kao i s kvadratom
binoma.
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3.4.1 Maclaurinova formula

Poseban slǔcaj Taylorove formule je Maclaurinova formula koja predstavlja razvoj zaf (x, y) po poten-
cijama zax, y oko tǒckeT (0,0)

f (x, y) = f (x, y)|T +
1
1!

[

x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

]

f (x, y)

∣

∣

∣

∣

T

+
1
2!

[

x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

]2

f (x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

T

+ ... +
1
n!

[

x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

]n

f (x, y)

∣

∣

∣

∣

T

+ ... (3.17)

3.4.2 Razvoj u red za male priraste argumenta

U fizici se često koristi razvoj u red za veličinu f kojoj se argumenti malo promijene. Uvedimo nove
varijable

u ≡ x + h

v ≡ y + k

w ≡ z + l (3.18)

te izvedimo Taylorovu formulu za funkcijuf (u, v, w) pod pretpostavkom da su prirasti (h, k.l) veoma
mali. Imamo

f (u, v, w) = f (x + h, y + k, z + l) = f (x, y, z) +
1
1!

[

h
∂

∂x
+ k

∂

∂y
+ l

∂

∂z

]

f (x, y, z)

+
1
2!

[

h
∂

∂x
+ k

∂

∂y
+ l

∂

∂z

]2

f (x, y, z) + ... +
1
n!

[

h
∂

∂x
+ k

∂

∂y
+ l

∂

∂z

]n

f (x, y, z) + ... (3.19)

Treba primijetiti:

• Taylorovu formulu rǎcunali smo oko tǒckeT (u0, v0.w0) = (x, y, z) odnosno, postavljanjem (h, k, l) =
(0,0,0) u parcijalnim derivacijama.

• Parcijalne derivacije, na primjer prvog reda pou, koju rǎcunamo u tǒcki T (u0, v0.w0) jednaka je

∂f (u, v.w)
∂u

∣

∣

∣

∣

T

=
∂f (x, y, z)

∂x
(3.20)

• Zbog malih promjena (h, k, l) uobǐcajeno se rǎcunaju samǒclanovi prvog ili drugog reda.

3.4.3 Primjer

Zadana je funkcijaf (x, y) = ey sinx, gdje sux i y mali. Do članova drugog reda pox i y imamo
f (x, y) ≈ x (1+ y) ≈ x + xy. Želimo li koristiti formulu (3.19), identificiramo varijable i izraze na
sljedéci nǎcin:

(h, k) → (x, y)

(u, v) → (x, y)

f (x, y) → f (0,0)

∂f (x, y)
∂x

→
∂f (x, y)
∂x

∣

∣

∣

∣

(0,0)
(3.21)
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4 Ekstremi funkcija vi še varijabli

4.1 Minimum i maksimum funkcije

Funkcijaf ima minimum f (P0) u točki P0 ako za svaku tǒckuP 6= P0 iz okoline zaP0 vrijedi f (P ) ≥
f (P0). Funkcijaf imamaksimumf (P0) u točki P0 ako za svaku tǒckuP 6= P0 iz okoline zaP0 vrijedi
f (P ) ≤ f (P0). Minimume i maksimume funkcije nazivamoekstremimafunkcije f .

4.2 Stacionarne tǒcke

Pretpostavimo da je zadana funkcija dvije varijablef (x, y). TočkaP0 (x0, y0) u kojoj je

∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

P0

= 0;
∂f

∂y

∣

∣

∣

∣

P0

= 0 (4.1)

naziva se stacionarnom ili kritičnom tǒckom. Ako su ispunjeni uvjeti (4.1) tada vrijedi

df (P0) =
∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

P0

dx +
∂f

∂y

∣

∣

∣

∣

P0

dy = 0 (4.2)

Analogno vrijedi i za funkcijun-varijabli: stacionarnom nazivamo onu točku u kojoj su prve par-
cijalne derivacije po svim varijablama jednake nuli. Izrazi (4.1) ili (4.2) sunužni uvjeti za ekstreme
funkcije.

4.3 Dovoljni uvjeti za ekstreme funkcije

Neka jeP0 (x0, y0) stacionarna tǒcka funkcijef (x, y), odnosno,df (P0) = 0. Hesseova matrica(3.8)
zaf u točki P0 jednaka je

Hf (P0) =









∂2f

∂x2

∂2f

∂x∂y
∂2f

∂x∂y

∂2f

∂y2









P0

(4.3)

Determinantu Hesseove matrice detHf (P0) nazivamoHessian za f u točki P0. Pomócu Hessiana
izračunatog u stacionarnoj točki P0, odreditćemo da li se radi o minimumu ili maksimumu zaf .

4.3.1 Uvjeti za minimum

Ako je d2f (P0) > 0, onda jef (P0) minimum zaf . Ovaj uvjet je za funkciju dvije varijable zadovoljen
ako vrijedi

∂2f

∂x2

∣

∣

∣

∣

P0

> 0, detHf (P0) > 0 (4.4)

Napomena 2 Ako jedetHf (P0) > 0, tada je i∂2f/∂y2 > 0 u točkiP0 zbog∂2f/∂x2 > 0. Svojstvene
vrijednosti zaHf (P0) postaju strogo pozitivne pa je i diferencijal (3.7) uvijek pozitivan jer je napisan u
obliku pozitivno definitne kvdratne diferencijalne forme.

4.3.2 Uvjeti za maksimum

Ako jed2f (P0) < 0, onda jef (P0) maksimum zaf . Ovaj uvjet je za funkciju dvije varijable zadovoljen
ako je

∂2f

∂x2

∣

∣

∣

∣

P0

< 0, detHf (P0) > 0 (4.5)
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Napomena 3 Ako jedetHf (P0) > 0, tada je i∂2f/∂y2 < 0 u točkiP0 zbog∂2f/∂x2 < 0. Svojstvene
vrijednosti zaHf (P0) postaju strogo negativne pa je i diferencijal (3.7) uvijek negativan jer je napisan
u oblikunegativno definitne kvdratne diferencijalne forme.

4.3.3 Ostali slǔcajevi

• Ako je detHf (P0) < 0, ondaf u P0 nema ekstrema.

• Ako je detHf (P0) = 0, potrebno je dodatno ispitivanje, odnosno, utvrdivanje predznaka diferen-
cijalima viših redova.

4.3.4 Funkcijen varijabli

Neka jeP0 stacionarna tǒcka funkcijen varijabli f (x1, x2, ..., xn). Hesseova matrica zaf u P0 glasi

Hf (P0) =











f11 f12 · · · f1n

f21 f22 · · · f2n
...

...
. . .

...
fn1 fn2 · · · fnn











P0

(4.6)

gdje je, na primjer,f12 = ∂2f/∂x1∂x2. U točki P0 je minimum ako je svaka svojstvena vrijednost
zaHf (P0) strogo pozitivna i tada jed2f (P0) > 0. Za n = 3 ovaj uvjet možemo laǩse provjeriti
utvrdivanjem predznaka subdeterminanti

f11 > 0, det

(

f11 f12

f21 f22

)

> 0, det





f11 f12 f13

f21 f22 f23

f31 f32 f33



 > 0 (4.7)

ako je u tǒcki P0 minimum. Za maksimum uP0 mora bitif11 < 0, a ostale deteminante moraju sukce-
sivno mijenjati predznake, dakle,

f11 < 0, det

(

f11 f12

f21 f22

)

> 0, det





f11 f12 f13

f21 f22 f23

f31 f32 f33



 < 0 (4.8)

4.4 Uvjetni ekstremi

Zadana je funkcija dvije varijablef (x, y). Uvjetni, relativni ili vezani ekstrem funkcijef je minimum ili
maksimum zaf pod uvjetom da su varijablex, y povezane jednadžbomφ (x, y) = 0. Ova se jednadžba
nazivajednaďzbom veze.

4.4.1 Lagrangeov mnǒzitelj

Za funkciju dvije varijable formiramo funkciju

g (x, y) = f (x, y) + λφ (x, y) (4.9)

gdje jeλ Lagrangeov množitelj ili multiplikator. Tǒcke ekstrema zaf (x, y) potražitćemo medu rjěsenjima
jednadžbi

∂g

∂x
= 0,

∂g

∂y
= 0,

∂g

∂λ
= φ (x, y) = 0 (4.10)
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4.4.2 Broj jednadžbi veze

Broj jednadžbi vezem uvijek je manji od broja varijablin. Na primjer, za funkciju 3 varijable možemo
zadati najvǐse dvije jednadžbe veze. Na početku postupka odredivanja uvjetnih ekstrema za funkcijun
varijabli f (x1, x2, . . . , xn) i m jednadžbi veze prǐcemu jen > m, formiramo funkciju

g = f + λ1φ1 + λ2φ3 + . . . + λmφm (4.11)

Zatim rǎcunamo parcijalne derivacije

∂g

∂x1
= 0,

∂g

∂x2
= 0, . . . ,

∂g

∂xn
= 0,

∂g

∂λ1
= φ1 = 0,

∂g

∂λ2
= φ2 = 0, . . . ,

∂g

∂λm
= φm = 0 (4.12)

Ekstreme tražimo medu rjěsenjima jednadžbi (4.12).

4.5 Dovoljni uvjeti za vezane ekstreme

U fizici se naǰcěsće jednostavnim razmatranjem zaključuje radi li se o minimumu ili maksimumu u točki
P0 koja je rjěsenje sustava jednadžbi (4.12). Ako to nije moguće, treba razmotiritiproširenu Hesseovu
matricu (n + m) × (n + m) za funkcijug

H̃g (P0) =

(

O Φ

Φ
T Hg

)

P0

(4.13)

gdje jeHg Hesseova matrica (4.6) za funkcijug u (4.11), matricaO je nul-matrica tipam × m, matrica
Φ je tipam × n i sastoji se od prvih parcijalnih derivacija jednadžbi veze po varijablama sustava

Φ (P0) =











∂φ1/∂x1 ∂φ1/∂x2 . . . ∂φ1/∂xn
∂φ2/∂x1 ∂φ2/∂x2 · · · ∂φ2/∂xn

...
...

. ..
...

∂φm/∂x1 ∂φm/∂x2 · · · ∂φm/∂xn











P0

(4.14)

Nakon toga treba izrǎcunati determinante svih gornjih lijevih podmatrica (glavnih minora) zaH̃g (P0) ,
počev̌si od one tipa (2m + 1) × (2m + 1) do cijele prǒsirene Hesseove matrice tipa (n + m) × (n + m).
Matrica i njihovih determinanti ukupno ima (n − m). Dovoljni uvjeti za ekstreme su sljedeći:

• U P0 je lokalni minimum ako sve subdeterminante imaju jednak predznak (−1)m.

• U P0 je lokalni maksimum ukoliko subdeterminante sukcesivno mijenjaju predznak s tim da de-
terminanta s najmanjim brojem redaka i stupaca ima predznak(−1)m+1.

4.5.1 Primjer

Promotrimo funkciju 3 varijablef (x, y, z) kojoj tražimo ekstreme uz jedan uvjetφ = 0. Tada jen = 3
i m = 1, prǒsirena Hesseova matrica je tipa 4× 4. Promotrit ćemo determinante dvije podmatrice
(n − m = 2) izrǎcunate u tǒcki stacionarnojP0:

det





0 ∂φ/∂x ∂φ/∂y

∂φ/∂x ∂2g/∂x2 ∂2g/∂x∂y

∂φ/∂y ∂2g/∂x∂y ∂2g/∂y2



 , det









0 ∂φ/∂x ∂φ/∂y ∂φ/∂z

∂φ/∂x ∂2g/∂x2 ∂2g/∂x∂y ∂2g/∂x∂z

∂φ/∂y ∂2g/∂x∂y ∂2g/∂y2 ∂2g/∂y∂z

∂φ/∂z ∂2g/∂x∂z ∂2g/∂y∂z ∂2g/∂z2









(4.15)
Ukoliko je predznak ovih determinanti jednak (−1)m = −1, u tǒcki P0 je minimum. Ukoliko je predznak
3 × 3 determinante u (4.15) jednak (−1)m+1

= 1 , a determinante 4× 4 u (4.15) jednak−1, radi se o
maksimumu.
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II VI ŠESTRUKI INTEGRALI

5 Dvostruki integral

5.1 Riemannov integral naR2

Zadana je funkcijaf : R
2 → R. Zatvoreno podrǔcje R ⊂ R

2 nalazi se uxy-ravnni. RazdijelimoR
naN potpodrǔcja ∆Rp čija je povřsina∆Ap, p = 1,2, ...N. Neka je tǒckaTp

(

xp, yp
)

sadržana u∆Rp.
Promotrimo sumu

S =

N
∑

p=1

f
(

xp, yp
)

∆Ap (5.1)

Uzmimo granǐcnu vrijednostN → ∞ pri čemu∆Ap → 0. Drugim rijěcima, uzimamo sukcesivno ”fi-
nije” subdivizije zaR, zatim rǎcunamof

(

xp, yp
)

i površine∆Ap koje postaju sve manje te na kraju
računamo vrijednost zaS. Ako takav limes postoji i jedinstven je, tada se naziva dvostrukim Riemanno-
vim integralom poR i pišemo ga kao

lim
N→∞

S = I =

∫

R

f (x, y) dA (5.2)

Napomena 4 Vrijednost zaI ne ovisi o tome kako smo napravili raspodjelu područjaR na potpodručja
∆Rp, odnosno, jesu li∆Rp istog oblika i imaju li jednake površine∆Ap.

Napomena 5 Dvostruki integral mǒze se definirati i pomoću Darbouxovih suma koje teže k Darbouxo-
vom integralu. Pokǎze se da su oba pristupa ekvivalentna pod uvjetom da jef ograničena funkcija na
R.

5.1.1 Dvostruki integral u Kartezijevim koordinatama

Ako su potpodrǔcja∆Rp pravokutnog oblikǎcije su stranice paralelne koordinatnim osimax i y, tada je
∆A = ∆x∆y, a oznaka integrala postaje

I =

∫

R

f (x, y) dxdy (5.3)

ili

I =

∫ ∫

R

f (x, y) dxdy (5.4)

5.1.2 Promijenjive granice u integralima

Općenito, granice za integraciju po jednoj od varijabli mogu biti promijenjive ili varijabilne. Fizǐcari
veomačesto zapisuju dvostruki integral u obliku

I =

∫ b

a

dx

∫ β(x)

α(x)
dy f (x, y) (5.5)

U (5.5) granice za integraciju poy su varijabilne, to su funkcijeα (x) i β (x).
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5.2 Fubinijev teorem

Dvostruki integral funkcijef (x, y) na pravokutnikuR = [a, b] × [c, d] možemo izrǎcunati postupno, u
dva koraka: (i) integrirajúci najprije, po jednoj varijabli, na primjerx dok varijabluy držimo fiksnom;
(ii) integrirajući, zatim, po drugoj varijabliy. Redoslijed integriranja po varijablamax i y smijemo
zamijeniti

∫

R

f (x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫d

c

f (x, y) dy

)

dx =

∫d

c

(∫ b

a

f (x, y) dx

)

dy (5.6)

Ovakav se postupak računanja smije primijeniti ako je bar jedan od dvostrukih integrala apsolutno ko-
nvergentan, odnosno, ako vrijedi

∫ b

a

(∫d

c

|f (x, y)| dy

)

dx < ∞ (5.7)

5.3 Promjena varijabli u dvostrukom integralu

Zadana je transformacija iz novih koordinata (u, v) u Kartezijeve (x, y)

x = g (u, v)

y = h (u, v) (5.8)

Pretpostavljamo, takoder, da postoji inverzna transformacijau = g−1 (x, y) i v = h−1 (x, y). Varijable
integracije u dvostrukom integralu mijenjamo po pravilu

∫

R

f (x, y) dxdy =

∫

R′

f (u, v)

∣

∣

∣

∣

J

(

x, y

u, v

)∣

∣

∣

∣

dudv (5.9)

gdje su uobǐcajeno, funkcijaf (g (u, v) , h (u, v)) ≡ f (u, v) i podrǔcjeR′ jednostavnijeg oblika, odnosno,
integral u novim koordinatama (u, v) lakše je izrǎcunati. Jacobianza transformaciju (5.8) je determi-
nanta oblika

J

(

x, y

u, v

)

= det

(

∂g/∂u ∂g/∂v

∂h/∂u ∂h/∂v

)

(5.10)

Primijetimo da se u (5.9) javlja apsolutna vrijednost Jacobiana.

Napomena 6 Veoma često se u fizici transformacija (5.8) zapisuje u oblikux = x (u, v) , y = y (u, v).

5.3.1 Primjer: polarne koordinate

Uzmimo za nove koordinateu ≡ ρ, v ≡ φ. Transformacija (5.8) glasi

x = ρ cosφ

y = ρ sinφ (5.11)

Jacobian transformacije (5.11) jednak je

J

(

x, y

ρ, φ

)

= ρ (5.12)

5.4 Nekoliko primjena dvostrukog integrala

5.4.1 Povřsina područja u xy-ravnini

Neka jeR podrǔcje uxy-ravnini. Povřsina podrǔcjaR glasi

A (R) =
∫

R

dxdy (5.13)
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5.4.2 Volumen ispod plohe

Zadana je funkcijaz = f (x, y) ≥ 0 za sve (x, y) ∈ R. Nekaz = f (x, y) odreduje plohuπ u R
3.

Volumen ili obujam podrǔcja uR3 ”ispod” dijela ploheπ čija je projekcija podrǔcjeR, ima oblik

VR =

∫

R

f (x, y) dxdy (5.14)

Ukoliko je z = f (x, y) ≤ 0, integral (5.14) dat́ce negativnu vrijednost. Tada je volumen područja uR3

”izmedu” plohe i podrǔcjaR jednak−V.

5.4.3 Povřsina plohe

Povřsina dijela glatke ploheσ koja je odredena jednadžbomz = f (x, y) i čija je projekcija na ravninu
xy podrǔcjeR, glasi

Aσ =

∫

R

√

1+ (∂f/∂x)2
+ (∂f/∂y)2dxdy (5.15)
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6 Trostruki integral

6.1 Riemannov integral naR3

Zadana je funkcijaf : R3 → R. Razdijelimo zatvoreno područje P ⊂ R
3 naN potpodrǔcja ∆Pp čiji je

volumen∆Vp, p = 1,2, ...N. Neka je tǒckaTp
(

xp, yp, zp
)

sadržana u∆Pp. Promotrimo sumu

S =

N
∑

p=1

f
(

xp, yp, zp
)

∆Vp (6.1)

Uzmimo granǐcnu vrijednostN → ∞ pri čemu∆Vp → 0. Ako takav limes postoji, onda je jedinstven i
naziva se trostrukim Riemannovim integralom poP i pišemo ga kao

lim
N→∞

S = I =

∫

P

f (x, y, z) dV (6.2)

Napomena 7 U fizici se često element volumenadV označava kaod3r.

6.1.1 Trostruki integral u Kartezijevim koordinatama

Ako su potpodrǔcja ∆Pp oblika kvadračiji su bridovi paralelni koordinatnim osimax, y i z tada je
∆V = ∆x∆y∆z, a oznaka integrala postaje

I =

∫

P

f (x, y, z) dxdydz (6.3)

ili

I =

∫ ∫ ∫

P

f (x, y, z) dxdydz (6.4)

Granice za integraciju za dvije varijable mogu biti promijenjive ili varijabilne što zapisujemo u obliku

I =

∫ b

a

dx

∫ y2(x)

y1(x)
dy

∫z2(x,y)

z1(x,y)
dz f (x, y, z) (6.5)

U (6.5) plohez1 (x, y) i z2 (x, y) omeduju podrǔcje P ”odozdo” i ”odozgo”, a krivuljey1 (x) i y2 (x)
omeduju projekciju podrǔcjaP naxy-ravninu.

6.2 Promjena varijabli u trostrukom integralu

Zadana je transformacija koordinata (u, v, w) u Kartezijeve (x, y, z)

x = g (u, v, w)

y = h (u, v, w)

z = k (u, v, w) (6.1)

Pretpostavljamo, takoder, da postoji inverzna transformacijau = g−1 (x, y, z), v = h−1 (x, y, z) i w =

k−1 (x, y, z). Varijable integracije u trostrukom integralu mijenjamopo pravilu

∫

P

f (x, y, z) dxdydz =
∫

P ′

f (u, v, w)

∣

∣

∣

∣

J

(

x, y, z

u, v, w

)∣

∣

∣

∣

dudvdw (6.7)

gdje su uobǐcajeno, funkcijaf (g (u, v, w) , h (u, v, w) , k (u, v, w)) ≡ f (u, v, w) i podrǔcje P ′ jednostav-
nijeg oblika, odnosno, integral u novim koordinatama (u, v, w) lakše je izrǎcunati.
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Jacobianza transformaciju (6.6) je determinanta oblika

J

(

x, y, z

u, v, w

)

= det





∂g/∂u ∂g/∂v ∂g/∂w

∂h/∂u ∂h/∂v ∂h/∂w

∂k/∂u ∂k/∂v ∂k/∂w



 (6.8)

Primijetimo da se u (6.7) javlja apsolutna vrijednost Jacobiana.

Napomena 8 Veoma često se u fizici transormacija (6.6) zapisuje u obliku x = x (u, v, w), y = y (u, v, w)
i z = z (u, v, w).

6.2.1 Primjer: cilindri čke koordinate

Uzmimo za nove koordinateu ≡ ρ, v ≡ φ i w = z. Transformacija (6.6) glasi

x = ρ cosφ

y = ρ sinφ

z = z (6.9)

Jacobian transformacije (6.9) jednak je

J

(

x, y, z

ρ, φ, z

)

= ρ (6.10)

6.2.2 Primjer: sferne koordinate

Neka su nove koordinateu ≡ r, v ≡ θ i w = φ. Transformacija iz sfernih u Kartezijeve koordinate glasi

x = r cosφ sinθ

y = r sinφ sinθ

z = r cosθ (6.11)

Jacobian transformacije (6.11) jednak je

J

(

x, y, z

r, θ, φ

)

= r2 sinθ (6.12)

6.3 Nekoliko primjena trostrukog integrala

6.3.1 Volumen podrǔcja u R
3

Volumen podrǔcjaP ⊂ R
3 glasi

V (P ) =
∫

P

dxdydz (6.13)

6.3.2 Centar mase tijela

Koordinate centra mase tijela, odnosno, težišta (xT , yT , zT ) odreduju se pomócu formula

xT =
1
m

∫

R

xρ (x, y, z) d3r

yT =
1
m

∫

R

yρ (x, y, z) d3r

zT =
1
m

∫

R

zρ (x, y, z) d3r (6.14)

U (6.14)m je masa tijela, aρ (x, y, z) je masena gustoća.

21



7 Razne metode izrǎcuna integrala

Uz uobǐcajene metode za proračun ntegrala, fizǐcari često koriste i neke dodatne metode kaošto su,

• diferenciranje pod znakom integrala, odnosno, Leibnitzovo pravilo,

• integriranje pod znakom integrala,

• korištenje simetrija, na primjer, parnost podintegralne funkcije,

• postavljanje koordinatnog sustava na pogodan način, na primjer, postavljanje osiz u smjeru valnog
vektora,

• matematǐcka indukcija.

Dobar izvor primjera rjěsavanja integrala upotrebom posebnih metoda je knjiga od Nahina navedena
u Literaturi.

7.1 Leibnitzovo pravilo

Neka je funkcijaf zadana na pravokutnikuR = [a, b] × [c, d] ⊂ R
2. Funkcijuφ : [a, b] → R definiramo

formulom

φ (x) =
∫d

c

f (x, t) dt (7.1)

Ako suf i ∂xf neprekinute naR, tada je

φ′ (x) =
d

dx

∫d

c

f (x, t) dt =
∫d

c

∂xf (x, t) dt (7.2)

zaa < x < b.

7.1.1 Varijabilne granice

Pretpostavimo da su granice u integralu (7.1) varijabilne

φ (x) =
∫ δ(x)

γ(x)
f (x, t) dt (7.3)

Tada vrijedi

φ′ (x) = f [x, δ (x)] δ′ (x) − f [x, γ (x)] γ ′ (x) +
∫ δ(x)

γ(x)
∂xf (x, t) dt (7.4)

pri čemu funkcijeγ (x) i δ (x) moraju imati neprekinute prve derivacije.

7.2 Nepravi integrali

Javljaju se ako je bar jedna od granica integracije beskonačna ili ako je funkcija singularna u jednoj ili
konǎcno mnogo tǒcaka podrǔcja integracije. Na primjer, kažemo da integral

∫

+∞

a

f (x) dx = lim
c→+∞

∫ c

a

f (x) dx (7.5)

konvergiraukoliko limes u (7.5) postoji. Ako ne postoji, kažemo da integraldivergira.
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III VEKTORSKA ANALIZA. TENZORI

8 Operator nabla. Krivocrtne koordinate

8.1 Skalarno i vektorsko polje

Pridružimo li svakoj tǒcki P ∈ Ω, gdje jeΩ ⊆ R
3 točno jednu broǰcanu vrijednost, definirali smo

skalarno poljeΦ (P ). Na primjer, izmjerili smo temperaturu u nekoj sobi ili električni potencijal duž
žice. Uvedemo li Kartezijev koordinatni sustav na skupuΩ, tada skalarnom polju pripada točno jedna
skalarna funkcijaf (r )

Φ (P ) → f (r ) = f (x, y, z) (8.1)

Na slǐcan nǎcin, pridružimo li svakoj tǒcki P ∈ Ω, gdje jeΩ ⊆ R
3 točno jedan vektor, definirali smo

vektorsko poljeA (P ). Pomócu Kartezijeva koordinatnog sustava, tako definiranom vektorskom polju,
možemo pridružiti vektorsku funkcijua (r )

A (P ) → a (r ) = a (x, y, z) (8.2)

Primjeri vektorskih polja su električno polje ili brzina fluida.

8.2 Definicija nable

Operator nabla ili del operator definira se pomoću Kartezijevih koordinata

∇ ≡ ex
∂

∂x
+ ey

∂

∂y
+ ez

∂

∂z
(8.3)

Često je pogodnije koristiti zapis koordinata (x, y, z) i vektora baze
{

ex,ey,ez
}

u obliku (x1, x2, x3) i
{e1,e2,e3}. Tada se (8.3) može zapisati pomoću simbola za sumu

∇ ≡

3
∑

i=1

ei
∂

∂xi
(8.4)

8.3 Osnovne operacije s nablom

8.3.1 Gradijent

Gradijent skalarnog poljaΦ (r ) definiramo relacijom

gradΦ = ∇Φ ≡ ex
∂Φ

∂x
+ ey

∂Φ

∂y
+ ez

∂Φ

∂z
(8.5)

Gradijent skalarnog polja je vektorsko polje. Gradijent u promatranoj tǒcki pokazuje smjer u kojem se
skalarno polje najbrže mijenja. Za danu ekvipotecijalnu plohu Φ (r ) = konst., vektor∇Φ je normalni
vektor u tǒcki plohe.

8.3.2 Divergencija

Neka je zadano vektorsko poljeA (r ) = Ax (r ) ex+Ay (r ) ey+Az (r ) ez. Divergencija poljaA (r ) definira
se relacijom

div A = ∇ · A ≡
∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+
∂Az

∂z
(8.6)

Divergencija vektorskog polja je skalarno polje, a interpretiramo je, u grubo, kao kvantitativnu mjeru
koliko polje konvergira ili divergira u danoj tǒcki u prostoru.
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Solenoidalno polje PoljeA (r ) je solenoidalno ako vrijedi

∇ · A = 0 (8.7)

Za solenoidalno polje uvijek možemo pronaći polje c (r ) takvo da jeA = ∇ × c.

8.3.3 Rotacija

Rotaciju vektorskog poljaA (r ) = Ax (r ) ex + Ay (r ) ey + Az (r ) ez definiramo izrazom

curlA = ∇ × A ≡ det





ex ey ez
∂x ∂y ∂z
Ax Ay Az





= ex
(

∂yAz − ∂zAy
)

− ey (∂xAz − ∂zAx) + ez
(

∂xAy − ∂yAx
)

(8.8)

Rotacija vektorskog polja je vektorsko polje, a interpretiramo je, u grubo, kao kvantitativnu mjeru vrtnje
polje u danoj tǒcki u prostoru.

Ponekad je pogodno računati s jednom, po volji odabranom komponentom rotacije

(∇ × A)i =
3
∑

j=1

3
∑

k=1

εijk
∂Ak

∂xj
(8.9)

gdje jeεijk Levi-Civita ili permutacijski simbol.

Konzervativno polje PoljeA (r ) je konzervativno (potencijalno, bezvrtložno) ako vrijedi

∇ × A = 0 (8.10)

Ako je ispunjen uvjet (8.10), tada je moguće náci skalarno poljeψ (r ) sa svojstvomA = −∇ψ.

8.3.4 Laplaceov operator

Laplace skalarnog poljaΦ (r ) je izraz

∇ · (∇Φ) ≡ ∇2
Φ =

∂2
Φ

∂x2
+
∂2
Φ

∂y2
+
∂2
Φ

∂z2
(8.11)

8.4 Usmjerena derivacija

8.4.1 Usmjerena derivacija skalarnog polja

Derivacija skalarnog poljaΦ (r ) u smjeru jedinǐcnog vektoral definirana je relacijom

∂Φ

∂l
≡ lim

ǫ→0

Φ (r + ǫl) −Φ (r )
ǫ

(8.12)

i pokazuje kako se brzo mijenjaΦ (r ) u smjeru vektoral. Može se pokazati da izraz (8.12) dobiva oblik

∂Φ

∂l
= (∇Φ) · l (8.13)

Za fiziku je od posebne važnosti derivacija u smjeru normalen, jediničnog vektora koji je okomit na
zadanu plohu

∂Φ

∂n
= (∇Φ) · n (8.14)

24



8.4.2 Usmjerena derivacija vektorskog polja

Derivacija vektorskog poljaA (r ) = A1 (r ) e1 + A2 (r ) e2 + A3 (r ) e3 u smjeru jedinǐcnog vektoral defi-
nirana je relacijom

∂A
∂l

≡ lim
ǫ→0

A (r + ǫl) − A (r )
ǫ

(8.15)

i pokazuje kako se brzo mijenjaA (r ) u smjeru vektoral. Pomócu izraza (8.15) može se izvesti da je

∂A
∂l

= (l · ∇) A =

3
∑

i=1

li
∂A
∂xi

(8.16)

gdje jel = l1e1 + l2e2 + l3e3.

8.5 Važniji identiteti s nablom

Zadana su skalarna poljaΦ (r ) ,Ψ (r ) i vektorska poljaA (r ) ,B (r ). Identitete s nablom upotrebljavamo
zbog pojednostavljenja različitih izraza, na primjer, iz elektrodinamike ili dinamike fluida.

8.5.1 Osnovni identiteti

Osnovne identitete dobijemo u slučaju da operator nabla djeluje na jednu skalarnu ili vektorsku funkciju.

∇ × ∇Φ = 0

∇ · (∇ × A) = 0

∇ × (∇ × A) = ∇(∇ · A) − ∇2A (8.17)

8.5.2 Umnǒzak skalarnih, te skalarnih i vektorskih polja

Navodimo nekoliko identiteta u kojima nabla djeluje na produkte skalarnih i vektorskih polja.

∇(ΦΨ) = Ψ∇Φ + Φ∇Ψ

∇ · (ΦA) = A · ∇Φ + Φ∇ · A

∇ × (ΦA) = ∇Φ × A + Φ∇ × A (8.18)

8.5.3 Umnǒsci vektorskih polja

Složenije identitete dobijemo u slučajevima djelovanja nable na produkte vektorskih polja.

∇(A · B) = (A · ∇)B + (B · ∇)A + A × (∇ × B) + B × (∇ × A)

∇ · (A × B) = B · (∇ × A) − A · (∇ × B)

∇ × (A × B) = A(∇ · B) − B(∇ · A) + (B · ∇)A − (A · ∇)B (8.19)

8.6 Cilindri čke koordinate (ρ, φ, z)

8.6.1 Definicija

Definicija cilindričkih koordinata nalazi se na slici 8.1.
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Definicija cilindričkih koordinata

Veza između cilindričkih i Kartezijevih koordinata

� … (!, ", #)

! ≥ 0

0 ≤ " < 2&

−∞ ≤ # ≤ ∞

x

y

z

-⃗

"
!

#

1

Slika 8.1

8.6.2 Veza izmedu cilindri čkih i Kartezijevih koordinata

Jednadžbe transformacije iz cilindričkih u Kartezijeve koordinate glase:

x = ρ cosφ

y = ρ sinφ

z = z (8.20)

8.6.3 Vektor polǒzaja

Odaberemo li jedinǐcne vektore Kartezijevog sustava koordinata
{

ex,ey,ez
}

kao vektore baze, vektor
položaja u cilindrǐckim koordinatama glasi

r = ρ cosφex + ρ sinφey + zez (8.21)

Ako su vektori baze jedinični vetori sustava cilindričkih koordinata
{

eρ,eφ,ez
}

, tada vektor položaja
ima oblik

r = ρeρ + zez (8.22)

8.6.4 Jedinǐcni vektori

Upotrijebimo li (8.22), jedinǐcni vektori usmjereni prema porastu koordinata (ρ, φ, z) glase

eρ =
1

∥

∥

∥

∥

∂r
∂ρ

∥

∥

∥

∥

∂r
∂ρ

= cosφex + sinφey

eφ =
1

∥

∥

∥

∥

∂r
∂φ

∥

∥

∥

∥

∂r
∂φ

= − sinφex + cosφey

ez =
1

∥

∥

∥

∥

∂r
∂z

∥

∥

∥

∥

∂r
∂z

= ez (8.23)

Vektori
{

eρ,eφ,ez
}

u svakoj tǒcki tvore ortonormiranu bazu. Primijetimo da vektorieρ i eφ mijenjaju
smjer ovisno o tǒcki u kojoj ih rǎcunamo zbog ovisnosti o kutuφ pa zato

{

eρ,eφ,ez
}

tvore lokalnu
bazu.

8.6.5 Vektor infinitezimalnog pomaka

Vektor infinitezimalnog pomaka u cilindričkom sustavu kooridnata ima oblik

dr = dρeρ + ρdφeφ + dzez (8.24)
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Kvadrat iznosa vektora (8.24) u promatranoj točki glasi

(ds)2
= dr · dr = (dρ)2

+ ρ2 (dφ)2
+ (dz)2 (8.25)

8.6.6 Element volumena

U cilindričkom sustavu koordinata element volumenadV jednak je:

dV = ρdρdφdz (8.26)

8.6.7 Operator∇ u cilindri čkim koordinatama

Zadano je skalarno poljeΦ (r ) = Φ (ρ, φ, z) i vektorsko poljeA (r ) = Aρ (ρ, φ, z) eρ + Aφ (ρ, φ, z) eφ +

Az (ρ, φ, z) ez. Vrijede relacije:

∇Φ =
∂Φ

∂ρ
eρ +

1
ρ

∂Φ

∂φ
eφ +

∂Φ

∂z
ez

∇ · A =
1
ρ

∂

∂ρ
(ρAρ) +

1
ρ

∂Aφ

∂φ
+
∂Az

∂z

∇ × A =

(

1
ρ

∂Az

∂φ
−
∂Aφ

∂z

)

eρ +
(

∂Aρ

∂z
−
∂Az

∂ρ

)

eφ +
1
ρ

(

∂

∂ρ
(ρAφ) −

∂Aρ

∂φ

)

ez

∇2
Φ =

1
ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂Φ

∂ρ

)

+
1

ρ2

∂2
Φ

∂φ2
+
∂2
Φ

∂z2
(8.27)

Primijetimo da laplace vektorskog polja u cilindričkom sustavu koordinata nema istu strukturu kao u
Kartezijevom sustavu!

∇2A =

(

∇2Aρ −
Aρ

ρ2
−

2

ρ2

∂Aφ

∂φ

)

eρ +
(

∇2Aφ −
Aφ

ρ2
+

2

ρ2

∂Aρ

∂φ

)

eφ + ∇2Azez (8.28)

8.7 Sferne koordinate(r, θ, φ)

8.7.1 Definicija

Definicija sfernih koordinata nalazi se na slici 8.2.Definicija sfernih koordinata

Veza između sfernih i Kartezijevih koordinata

� … (!, ", #)

! ≥ 0

0 ≤ " ≤ &

0 ≤ # < 2&

x

y

z

!⃗

#

.

!"

Slika 8.2
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8.7.2 Veza izmedu sfernih i Kartezijevih koordinata

Jednadžbe transformacije iz sfernih u Kartezijeve koordinate glase:

x = r cosφ sinθ

y = r sinφ sinθ

z = r cosθ (8.29)

8.7.3 Vektor polǒzaja

U sfernim koordinatama vektor položaja glasi

r = r cosφ sinθex + r sinφ sinθey + r cosθez (8.30)

gdje smo kao vektore baze koristili jedinične vektore Kartezijevog sustava koordinata
{

ex,ey,ez
}

. Upo-
trijebimo li kao vektore baze jedinične vektore sustava sfernih koordinata

{

er,eθ,eφ
}

, tada vektor položaja
ima jednostavan oblik

r = rer (8.31)

8.7.4 Jedinǐcni vektori

Jedinǐcni vektori usmjereni prema porastu koordinata (r, θ, φ) glase:

er =
1

∥

∥

∥

∥

∂r
∂r

∥

∥

∥

∥

∂r
∂r

= cosφ sinθex + sinφ sinθey + cosθez

eθ =
1

∥

∥

∥

∥

∂r
∂θ

∥

∥

∥

∥

∂r
∂θ

= cosφ cosθex + sinφ cosθey − sinθez

eφ =
1

∥

∥

∥

∥

∂r
∂φ

∥

∥

∥

∥

∂r
∂φ

= − sinφex + r cosφey (8.32)

Vektori
{

er,eθ,eφ
}

tvore lokalnu, ortonormiranu bazu.

8.7.5 Vektor infinitezimalnog pomaka

dr = drer + rdθeθ + r sinθdφeφ (8.33)

Kvadrat iznosa vektora (8.33) u promatranoj točki iznosi

(ds)2
= dr · dr = (dr)2

+ r2 (dθ)2
+ r2 sin2 θ (dφ)2 (8.34)

8.7.6 Element volumena

U sfernom sustavu koordinata element volumenadV glasi

dV = r2 sinθdrdθdφ (8.35)
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8.7.7 Operator∇ u sfernim koordinatama

Zadano je skalarno poljeΦ (r ) = Φ (r, θ, φ) i vektorsko poljeA (r ) = Ar (r, θ, φ) er + Aθ (r, θ, φ) eθ +
Aφ (r, θ, φ) eφ. Vrijede relacije:

∇Φ =
∂Φ

∂r
er +

1
r

∂Φ

∂θ
eθ +

1
r sinθ

∂Φ

∂φ
eφ

∇ · A =
1

r2

∂

∂r
(r2Ar) +

1
r sinθ

∂

∂θ
(sinθAθ) +

1
r sinθ

∂Aφ

∂φ

∇ × A =
1

r sinθ

[

∂

∂θ
(sinθAφ) −

∂Aθ

∂φ

]

er +
[

1
r sinθ

∂Ar

∂φ
−

1
r

∂

∂r
(rAφ)

]

eθ +
1
r

[

∂

∂r
(rAθ) −

∂Ar

∂θ

]

eφ

∇2
Φ =

1

r2

∂

∂r

(

r2∂Φ

∂r

)

+
1

r2 sinθ

∂

∂θ

(

sinθ
∂Φ

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2
Φ

∂φ2
(8.36)

Primijetimo da laplace vektorskog polja u sfernom sustavu koordinata (8.37) nema istu strukturu kao u
Kartezijevom sustavu!

∇2A =

{

∇2Ar −
2

r2

[

Ar +
1

sinθ
∂

∂θ
(sinθAθ) +

1
sinθ

∂Aφ

∂φ

]}

er

+

{

∇2Aθ +
2

r2

[

∂Ar

∂θ
−

Aθ

2 sin2 θ
−

cosθ

sin2 θ

∂Aφ

∂φ

]}

eθ

+

{

∇2Aφ +
2

r2 sinθ

[

∂Ar

∂φ
−

Aφ

2 sinθ
+ cotθ

∂Aθ

∂φ

]}

eφ (8.37)

8.8 Oṕce krivocrtne koordinate (u1, u2, u3)

8.8.1 Jednaďzbe transformacije koordinata

Neka su (u1, u2, u3) zadane krivocrtne ili krivuljne koordinate koje mogu, aline moraju imati geometrij-
sku interpretaciju. Pretpostavitćemo da postoji veza izmedu krivocrtnih i Kartezijevih koordinata

x = x (u1, u2, u3)

y = y (u1, u2, u3)

z = z (u1, u2, u3) (8.38)

odnosno, Kartezijeve koordinate su funkcije krivuljnih. Takoder, krivuljne su koordinate funkcije Karte-
zijevih, osim možda, u nekim posebnim točkama ili podrǔcjima.

8.8.2 Jedinǐcni vektori

Ako je vektor položaja u krivuljnim koordinatamar (u1, u2, u3) = xex+ yey + zez, gdje su (x, y, z) funk-
cije krivuljnih koordinata (8.38), definiramo jedinične vektore{e1,e2,e3} u smjeru porastakrivuljnih
koordinata na sljedéci nǎcin:

e1 =
1
h1

∂r
∂u1

, hi ≡

∥

∥

∥

∥

∂r
∂u1

∥

∥

∥

∥

e2 =
1
h2

∂r
∂u2

, h2 ≡

∥

∥

∥

∥

∂r
∂u2

∥

∥

∥

∥

e3 =
1
h3

∂r
∂u3

, h3 ≡

∥

∥

∥

∥

∂r
∂u3

∥

∥

∥

∥

(8.39)

Veličineh1, h2 i h3 funkcije su krivuljnih koordinata i nazivaju sefaktorima skale. U fizici su naǰcěsće,
vektori {e1,e2,e3} ortogonalni i tvore lokalnu, ortonormiranu bazu.
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8.8.3 Koordinatne plohe i krivulje

U točki P podrǔcjaΩ ⊆ R
3 za zadane konstantec1, c2 i c3 definiramo koordinatne plohe jednakostima:

u1 = c1, u2 = c2. u3 = c3 (8.40)

Presjeci koordinatnih ploha definiraju koordinatne krivulje u promatranoj tǒcki. To su koordinatne osi
lokalnog koordinatnog sustava. Ako se koordinatne krivulje sijeku u tǒcki P pod pravim kutom, tada
je sustav krivocrtnih koordinata lokalno ortogonalan, ilipreciznije, vektori{e1,e2,e3} medusobno su
ortogonalni u tǒcki P (Slika 8.3).

Presjeci koordinatnih ploha definiraju koordinatne krivulje

koordinatne osi lokalnog koordinatnog sustava.

Ako se koordinatne krivulje sijeku u točki  pod pravim kutom, tada je sustav 

krivocrtnih koordinata lokalno ortogonalan (ortogonalni su vektori 

x

y

z

$
�⃗ 

�⃗"

�⃗#
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Slika 8.3

8.8.4 Vektor infinitezimalnog pomaka

Vektor infinitezimalnog pomaka je

dr = h1du1e1 + h2du2e2 + h3du3e3 (8.41)

Kvadrat iznosa vektora (8.40) u promatranoj točki iznosi

(ds)2
= dr · dr = (h1du1)2

+ (h3du2)2
+ (h3du3)2 (8.42)

gdje smo pretpostavili da{e1,e2,e3} tvore ortonormiranu bazu.

8.8.5 Element volumena

Element volumenadV u krivocrtnim koordinatama glasi:

dV = h1h2h3du1du2du3 (8.43)

8.8.6 Metrički tenzor

Ako vektori baze nisu nužno ortogonalni, kvadrat iznosa vektora (8.40) iznosi

(ds)2
= dr · dr =

3
∑

i=1

3
∑

j=1

∂r
∂ui

·
∂r
∂uj

duiduj =

3
∑

i=1

3
∑

j=1

gijduiduj (8.44)

gdje je metrǐcki tenzor

gij ≡

3
∑

i=1

3
∑

j=1

∂r
∂ui

·
∂r
∂uj

duiduj =

3
∑

i=1

3
∑

j=1

hihj
(

ei · ej
)

duiduj (8.45)
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8.8.7 Osnovne operacije s nablom u krivocrtnim koordinatama

Neka je skalarno poljeΦ (r ) = Φ (u1, u2, u3) i vektorsko poljeA (r ) = A1 (u1, u2, u3) e1+A2 (u1, u2, u3) e2+

A3 (u1, u2, u3) e3. Vrijede relacije:

∇Φ =

3
∑

i=1

1
hi

∂Φ

∂ui
ei

∇ · A =
1

h1h2h3

[

∂

∂u1
(A1h2h3) +

∂

∂u2
(A2h3h1) +

∂

∂u3
(A3h1h2)

]

∇ × A =
1

h1h2h3
det





h1e3 h2e2 h3e3

∂1 ∂2 ∂3

h1A1 h2A2 h3A3





∇2
Φ =

1
h1h2h3

[

∂

∂u1

(

h2h3

h1

∂Φ

∂u1

)

+
∂

∂u2

(

h1h3

h2

∂Φ

∂u2

)

+
∂

∂u3

(

h1h2

h3

∂Φ

∂u3

)]

(8.45)
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9 Frenetove formule. Diracova delta funkcija

9.1 Jordanov luk. Glatka parametrizacija krivulje

Neka jeI ⊆ R interval i r : I → XO neprekidna vektorska funkcija, gdje jeXO vektorski prostor svih
radijus-vektora euklidskog prostoraE uz zadano ishodišteO i pravokutni koordinatni sustav. Skup

Γ = {M (t) ∈ E : t ∈ I} , r (t) =
−−−−−−→
O M (t) (9.1)

naziva sekrivuljom u prostoruE. Parametrizacija skupaΓ je uredeni par (I,M (t)). Varijabla t ∈ I je
parametar. Ukratko se može reći da je krivulja neprekinuta slika intervalaI. Primijetimo da se krivulju
može parametrizirati na različite nǎcine.

SkupΓ ⊂ E u definiciji (9.1) naziva se Jordanovim lukom ili jednostavnom glatkom krivuljom ako
je I zatvoreni interval, funkcijaM (t) je bijekcija, ar (t) je klaseC1 pri čemu mora vrijediti

r ′ (t) =
dr
dt

6= 0 (9.2)

Budúci je M (t) bijekcija, Jordanov luk ne presijeca samog sebe. Uvjet (9.2) znǎci da u svakoj tǒcki
Jordanovog luka mora biti definiran vektor tangente. Tada se(I,M (t)) naziva glatkom parametrizacijom
krivulje Γ.

9.1.1 Po dijelovima glatka krivulja. Zatvorena krivulja

Za skupΓ ⊂ E kažemo da je po dijelovima glatka krivulja ako se dobiva spajanjem konǎcno mnogo
Jordanovih lukova. Ako se početna i konǎcna tǒcka podudaraju, tada je krivuljaΓ zatvorena.

Kontura ili zatvorena Jordanova krivulja je po dijelovima glatka, zatvorena,ravninskakrivulja. Po
Jordanovom teoremu, kontura dijeli ravninu na svoju unutrašnjost i vanǰstinu.

9.1.2 Duljina luka krivulje. Prirodna parametrizacija

Neka jer (t) parametrizacija Jordanovog lukaΓ ⊂ E. Duljina luka krivuljeΓ izmedu dvije tǒckeM1 =

M (t1) i M2 =M (t2) na krivulji Γ dane je formulom

s =

∫ t2

t1

∥

∥r ′ (t)
∥

∥ dt =

∫ t2

t1

√

(x′)2
+ (y′)2

+ (z′)2dt (9.3)

Formule se pojednostavljuju uzmemo li duljinu lukas kao parametar krivulje. Tada se (I,M (s)) naziva
prirodnom parametrizacijom, as prirodnim parametrom.

Napomena 9 U fizici se, najčešće, vrijeme označava st, a derivacije po vremenu sx′ = ẋ, x′′ = ẍ, ...

9.2 Trobrid pratilac krivulje, (t, n, b)

Pretpostavimo da je zadana prirodna parametrizacija Jordanovog luka jednadžbomr = r (s). Vektor
tangentet (s) zadane krivulje definiran je izrazom

t ≡
dr
ds

(9.4)

Vektor tangente je jedinični vektor,‖t‖ = 1. Vektor normalen (s) definiran je formulom

n ≡
1
κ

dt
ds

(9.5)
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gdje jeκ (s) zakrivljenostkrivulje u točki koja je odredena s vrijednǒsću parametras. Vektor normale je
jedinični vektor,‖n‖ = 1. Polumjer zakrivljenostiρ (s) definiran je izrazom

ρ ≡
1
κ

(9.6)

Zakrivljenost i polumjer zakrivljenosti su nenegativne veli čine,κ, ρ ≥ 0. Vektor binormaleb (s) defini-
ran je pomócu vektora tangente i normale

b ≡ t × n (9.7)

Vektor binormale je jedinǐcni vektor,‖b‖ = 1. Može se pokazati da su vektori tangente, normale i binor-
male medusobno ortogonalni i da u svakoj točki krivulje tvore (lokalnu) ortonormiranu bazu. Uredena
trojka (t,n,b) naziva se trobrid pratilac krivulje (Slika 9.1).

koordinatni sustav i nazivamo ih trobrid pratilac

prostornu krivulju . 

x

y

z

�

C

P

!⃗

"

Vektor " ima iznos 1, pa vrijediSlika 9.1

9.2.1 Trobrid pratilac u bilo kojoj parametrizaciji

Ako je zadana bilo koja parametrizacijar = r (u), tada su vektori tangente, binormale i normale jednaki

t =
r ′

‖r ′‖
, b = ±

r ′ × r ′′

‖r ′ × r ′′‖
, n = b × t (9.8)

gdje predznak′′+′′ uzimamo ako vrijedids/du > 0, a′′−′′zads/du < 0.

9.3 Frenetove formule

Neka jer (s) prirodna parametrizacija Jordanovog luka. Tada vrijede Frenetove formule (upotrebljava se
i naziv Frenet-Serretove formule):

dt
ds

= κn

db
ds

= −τn

dn
ds

= τb − κt (9.9)

gdje jeτ (s) torzija krivulje. Može se pokazati da za krivulje koje u potpunostileže u ravnini vrijedi
τ = 0. Torzija je, zato, mjera odstupanja zadane krivulje od ravnnske krivulje u nekoj tǒcki. Definiramo
još i polumjer torzijeσ (s)

σ ≡
1
τ

(9.10)

Jednadžbe (9.9) su sustav linearnih diferencijalnih jednadžbi prvog reda za komponente vektora u tro-
bridu (t,n,b). Egzistencija i jedinstvenost takvog sustava ukazuje načinjenicu da je krivulja odredena
svojom zakrivljenosti i torzijom, ali položaj krivulje u prostoru nije odreden.
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9.3.1 Izračun zakrivljenosti i torzije

Neka je krivuljaC zadana u bilo kojoj parametrizacijir = r (u). Zakrivljenostκ (s) i torzija τ (s)
računamo po formulama

κ =
‖r ′ × r ′′‖

‖r ′‖3
(9.11)

τ =
(r ′ × r ′′) · r ′′′

‖r ′ × r ′′‖2

9.4 Definicija Diracove delta funkcije

Neka jef (x) zadana funkcija. Diracovu delta funkciju definiamo izrazom:
∫∞

−∞

f (x)δ(x − x0)dx = f (x0) (9.12)

Ponekad je korisno zamisliti da Diracova delta funkcija posvuda, osim u tǒcki x0, ima vrijednost nula.
U točki x0 vrijednost delta funkcije teži u beskonačnost.

9.4.1 Vǎznija svojstva

Neka važnija svojstva Diracove delta funkcije su:

δ(−x) = δ(x)

δ(cx) =
1
c
δ(x) , c > 0

xδ(x − x0) = x0δ(x − x0) (9.13)

Primijetite da iz zadnje jednakosti slijedixδ(x) = 0. Takoder, vrijedi

f (x)δ(x − x0) = f (x0)δ(x − x0)

δ(x2 − c2) =
1
2c

[δ(x − c) + δ(x + c)] , c > 0
∫∞

−∞

δ(x − x1)δ(x − x2)dx = δ(x1 − x2)

δ [f (x)] =
∑

i

(

df
dx

∣

∣

∣

∣

ai

)−1

δ(x − ai) (9.14)

gdje suai jednostruke nule funkcijef (x).

9.5 Derivacija δ-funkcije: δ′(x)

Derivacijuδ-funkcije δ′(x) definiramo relacijom

∫∞

−∞

f (x)δ′(x)dx = −
df (x)

dx

∣

∣

∣

∣

x=0
(9.15)
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9.5.1 Vǎznija svojstva funkcije δ′(x) i vi ših derivacija

Navodimo neka važnija svojstva derivacijaδ-funkcije.

δ′(−x) = −δ(x)

δ(n)(−x) = (−1)nδ(n)(x)

xδ(n)(x) = −nδ(n−1)(x)
∫∞

−∞

f (x)δ(n)(x)dx = (−1)n
dnf (x)

dxn

∣

∣

∣

∣

x=0
(9.16)

9.6 δ-funkcija u tri dimenzije

Definicija Diracoveδ-funkcije u 3D slǐcna onoj u 1D
∫∞

−∞

f (r )δ(r − r0)d3r = f (r0) (9.17)

gdje jeδ-funkcija u kartezijevim koordinatama jednaka

δ(r − r0) = δ(x − x0)δ(y − y0)δ(z − z0) (9.18)

9.7 δ-funkcija u sfernim koordinatama (r, θ, φ)

U sfernom sustavu koordinataδ-funkcija ima oblik

δ(r − r0) =
1

r2 sinθ
δ(r − r0)δ(θ − θ0)δ(φ − φ0)

=
1

r2
δ(r − r0)δ(cosθ − cosθ0)δ(φ − φ0) (9.19)

9.8 Laplace funkcije1/r

Za fiziku je osobito znǎcajna relacija koja povezuje Laplaceov operator iδ-funkciju

∇2
(

1
r

)

= −4πδ(r ) (9.20)
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10 Krivuljni integrali. Cirkulacija vektorskog polja. Sto kesov teorem

10.1 Definicija krivuljnog integrala

10.1.1 Orijentacija krivulje

Za krivuljne integrale podrǔcje integracije je jednostavna, glatka krivulja (Jordanovluk) ili po dijelovima
glatka krivulja koja je zadana nekom parametrizacijom. Orijentirana krivulja ili dio krivulje kojoj znamo
početnuA i konǎcnu tǒckuB nazivamoputom. Povécanjem vrijednosti parametra krivulje, prolazimo
koordinatama svake točke puta izmeduA i B. Iz tog se razloga krivuljni integrali jǒs nazivaju i integrali
duž puta ili po putu.

10.1.2 Krivuljni integrali prve vrste

Krivuljni integrali po putuγ prve vrste su oblika
∫

γ

Ψds,

∫

γ

ads (10.1)

gdje jeΨ (r ) skalarno ia (r ) vektorsko polje. Element duljine lukads krivulje γ je

ds = ‖dr‖ =

√

(x′)2
+ (y′)2

+ (z′)2du (10.2)

gdje jeu parametar, ar (u) = x (u) ex + y (u) ey + z (u) ez glatka parametrizacija krivuljeγ.

Napomena 10Vektor infinitezimalnog pomaka obilježava se često i kaodl, odnosno,ds = ‖dl‖.

10.1.3 Krivuljni integrali druge vrste

Integrali druge vrste definirani su izrazima
∫

γ

Ψdr ,
∫

γ

a · dr ,
∫

γ

a× dr (10.3)

Promotrimo drugi od integrala u (10.3). Putγ razdijelimo naN dijelovaX0X1, X1X2, ..., XN−1XN gdje
suX0, X1, ..., XN točke na krivuljiγ. Odsjěcak putaXp−1Xp aproksimiramo vektorom∆rp = rp − rp−1,
gdje surp i rp−1 vektori položaja tǒcakaXp i Xp−1. Neka tǒcki X na odsjěcku putaXp−1Xp odgovara
vektor položajaξp. Formiramo sumu:

N
∑

p=1

a
(

ξp
)

· ∆rp (10.4)

ZaN → ∞ imamo
∥

∥∆rp
∥

∥ = ∆sp → 0 te ako limes gornje sume postoji, onda ga nazivamo krivuljnim
integralom po putuγ i obilježavamo

∫

γ

a · dr (10.5)

10.1.4 Cirkulacija vektorskog polja

Za zatvorenu krivuljuC krivuljni integral (10.5) nazivamo cirkulacijom vektorskog poljaa (r ) i oznǎcavamo
∮

C

a · dr (10.6)
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10.1.5 Orijentacija plohe i rubne krivulje

Promatamo dio plohe ili cijelu plohuσ čiji je rub krivulja C. Pretpostavimo da je projekcija krivuljeC
naxy ravninu, na primjer, po dijelovima glatka, zatvorena krivulja γ. Neka je krivuljaγ rub podrǔcjaD
u xy-ravnini. Kažemo da jeγ pozitivno orijentiranaako je smjer obilaska poγ takav da jeD uvijek s
lijeve strane. Ako je smjer obilaženja suprotan, tada je negativno orijentirana.

Krivulju C orijentiramo tako da se smjer obilaska podudara s pozitivnom orijentacijom zaγ. Neka
je normalan u po volji odabranoj tǒcki ploheσ takva da s vrha vektoran vidimo da je smjer obilaženja
poC suprotan gibanju kazaljki na satu. Onda kažemo da suσ i C koherentno orijenitrane.

10.2 Stokesov teorem

Neka jeσ po dijelovima glatka ploha i neka je rub zaσ po dijelovima glatka, jednostavna zatvorena
krivulja C. Ploha i krivulja su koherentno orijentirane. Ako je poljea (r ) klaseC1 u okolini ploheS tada
vrijedi Stokesova formula:

∫

σ

(∇ × a) · ndS =

∮

C

a · dl (10.7)

10.2.1 Stokesov teorem za skalarno polje

Pomócu (10.7) može se izvesti identitet
∫

σ

(n × ∇Ψ)dS =

∮

C

Ψdl (10.8)

gdje jeΨ (r ) skalarno polje klaseC1.

10.2.2 Greenov teorem

Greenov teorem je, ustvari, Stokesov teorem primijenjen napodrǔcje u xy-ravnini. Pretpostavimo da
krivulja C omeduje jednostavno povezano područeD u ravnini i neka su funkcijeP (x, y) i Q (x, y)
klaseC1. Tada vrijedi formula:

∮

C

(Pdx +Qdy) =
∫

D

(

∂Q

∂x
−
∂P

∂y

)

dxdy (10.9)

10.3 Teorem o konzervativnim poljima

Vektorsko poljea (r ) koje ima neprekidne parcijalne derivacije u jednostavno povezanom podrǔcju R je
konzervativno (potencijalno, bezvrtložno) ako i samo akovrijede sljedéce tvrdnje:

i. Integral
∫B

A

a · dl (10.10)

po bilo kojem putu uR od tǒckeA doB ima jednaku vrijednost, odnosno, ne ovisi o putu integra-
cije. Tada je:

∮

C

a · dl = 0 (10.11)

gdje jeC bilo koja zatvorena krivulja uR.

ii. Postoji funkcija položajaΦ (r ) takva da jea = −∇Φ. FunkcijaΦ odredena je do na konstantu.
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iii. Vrijedi
∇ × a = 0 (10.12)

iv. Izraza · dl je egzaktan diferencijal.
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11 Plǒsni integrali. Tok vektorskog polja

11.1 Ploha u prostoru

SkupS ⊂ R
2 naziva se regularnom ili glatkom plohom ako svaka točka skupaS ima okolinu uS

koja je difeomorfna nekom otvorenom skupu uR2. Drugim rijěcima, postoji preslikavanjeF koje je
difeomorfizam s okoline na otvoreni skup,što znǎci da suF i F−1 bijekcije klaseC1. Promatrat́cemo,
takoder, plohe koje su po dijelovima glatke, odnosno, sastoje seod konǎcnog broja glatkih ploha.

11.2 Plǒsni integrali prve vrste

Zadano je skalarno poljeΦ (r ) i vektorsko poljeA (r ). Za plǒsne integrale podrǔcje integracije je cijela
ploha ili dio ploheσ, a razlikovatćemo plǒsne integrale prve i druge vrste. Primjeri plošnih integrala
prve vrste koji se koriste u fizici su oblika

∫

σ

ΦdS,

∫

σ

AdS (11.1)

11.2.1 Definicija

Definiratćemo prvi od plǒsnih integrala u (11.1). Razdijelimo plohuσ naN dijelova∆σk, k = 1,2, ...,N
čija je povřsina∆Sk i koji se nalaze na položajimark. Formiramo sumu:

N
∑

k=1

Φ (rk) ∆Sk (11.2)

ZaN → ∞ povřsine∆Sk → 0 pa ako limes gornje sume postoji, nazivamo ga plošnim integralom
∫

σ

ΦdS (11.3)

gdje jedS element povřsine.

11.3 Plǒsni integrali druge vrste

Plošni integali druge vrste koji sěcesto koriste u fizici su oblika
∫

σ

ΦdS,
∫

σ

A · dS,
∫

σ

A × dS (11.4)

gdje jedSvektor elementa površine
dS= ndS (11.5)

Vektorn je jedinǐcni vektor normale. Ako se radi ozatvorenoj plohi, na primjer o sferi, vektorn usmjeren
je prema vanǰstini podrǔcja kojeg ploha omeduje. Ukoliko jeploha otvorena, na primjer stožasta ploha
bez baze, tada rubom plohe obilazimo tako da plohaσ leži s lijeve strane, a smjer normale se podudara s
napredovanjem desnog vijka, kaošto je objǎsnjeno u odjeljku 10.1.5. Na Slici 11.1 rub plohe je krivulja
C.

11.3.1 Definicija

Definirat ćemo drugi od plǒsnih integrala u (11.4). Razdijelimo plohuσ na N dijelova ∆σk, k =

1,2, ...,N čija je povřsina∆Sk i koji se nalaze na položajimark. Jedinǐcni vektori normale nark su
nk. Formiramo sumu:

N
∑

k=1

A (rk) · nk∆Sk (11.6)
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Ako je ploha  otvorena, rub plohe je krivulja .

Smjer obilaska krivulje  je takav da je ploha s lijeve strane. Tada je 

#

$
$

σ

 &⃗

 &⃗

Slika 11.1

ZaN → ∞,∆Sk → 0 pa ako limes gornje sume postoji, nazivamo ga plošnim integralom
∫

σ

A · ndS (11.7)

Ovakav se tip integrala u fizici naziva tok ili fluks poljaA kroz plohuσ.

Napomena 11Ukoliko je ploha po kojoj se integrira zatvorena, ponekad seplošni integrali (11.3) i
(11.7) označavaju i kao

∮

σ

ΦdS,

∮

σ

A · dS (11.8)

11.4 Element povřsine i vektor normale

Rǎcunanje elementa površine i vektora normale ovisi o tome kakvom je jednadžbom zadana ploha.

11.4.1 Parametarske jednaďzbe plohe

Neka je plohaσ zadana jednadžbama u parametarskom obliku

r = r (u, v) (11.9)

gdje su (u, v) parametri. Element površine je

dS =

∥

∥

∥

∥

∂r
∂u

×
∂r
∂v

∥

∥

∥

∥

dudv (11.10)

Oznǎcimo li kraćer u ≡ ∂r/∂u i r v ≡ ∂r/∂v jedinični vektor normale u tǒcki naσ glasi

n =
r u × r v

‖r u × r v‖
(11.11)

Primjer: sfera Parametarske jednadžbe sfere polumjeraa glase

x (θ, φ) = a sinθ cosφ, y (θ, φ) = a sinθ sinφ, z (θ, φ) = a cosθ (11.12)

Vektor normale je
n = er (11.13)

a element povřsine
dS = a2 sinθdθdφ (11.14)

Tok poljaA kroz sferu je
∮

σ

A · dS=

∫2π

0
dφ

∫π

0
dθ sinθ Ar (11.15)

gdje jeAr = Ar (r, θ, φ) radijalna komponenta vektorskog polja.
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11.4.2 Ploha zadana implicitnom jednaďzbom

Pretpostavimo da je ploha zadana jednadžbom

F (x, y, z) = 0 (11.16)

Želimo li izraziti element povřsine plohe pomócu projekcije naxy ravninu, tada je

dS =
‖∇F‖

|∂zF |
dxdy (11.17)

dok je normala

n =
∇F

‖∇F‖
(11.18)

11.4.3 Ploha zadana eksplicitnom jednaďzbom

Ako je ploha zadana jednadžbom
z = f (x, y) (11.19)

za parametre uzimamo (u, v) → (x, y). Jednadžba plohe ima oblik

r = xex + y ey + f (x, y) ez (11.20)

pa koristimo formule za parametarski zadanu plohu (11.9) - (11.11). Na primjer, element površine
(11.10) je

dS =

√

1+

(

∂f

∂x

)2

+

(

∂f

∂y

)2

dxdy (11.21)
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12 Teorem o divergenciji. Srodni teoremi

Neka je podrǔcje R omedeno plohomσ, a normalan na plohuσ usmjerena je prema vanjštini zaR.
Plohaσ može biti sastavljena od više odvojenih ploha. Ako jeA (r ) vektorsko polje klaseC1 naR i σ,
tada vrijediteorem o divergenciji

∫

R

∇ · AdV =

∮

σ

A · ndS (12.1)

Pomócu teorema o divergenciji, mogu se izvesti sljedeći korisni teoremi i identiteti za skalarna polja
Φ (r ) ,Ψ (r ) te vektorsko poljeA (r ) klaseC1 naR i σ.

Teorem o gradijentu
∫

R

∇ΦdV =

∮

σ

ΦndS (12.2)

Teorem o rotaciji
∫

R

∇ × AdV =

∮

σ

n × AdS (12.3)

Prvi Greenov identitet (Greenov teorem)
∫

R

(Φ∇2
Ψ +∇Φ · ∇Ψ)dV =

∮

σ

Φ∇Ψ · ndS (12.4)

Drugi Greenov identitet
∫

R

(Φ∇2
Ψ − Ψ∇2

Φ)dV =

∮

σ

(Φ∇Ψ − Ψ∇Φ) · ndS (12.5)
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13 Tenzorski račun
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IV PRILOZI

14 Vektori

14.1 Vektorski i skalarni produkt

Tekst

14.2 Vǎzniji vektorski identiteti

Tekst
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