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| FUNKCIJE VISE VARIJABLI

1 Neprekinutost i limes. Parcijalne derivacije i diferencjali prvog reda

1.1 Otvoreni skupovi

Razmatranja pojmova neprekinutosti, limesa, diferebdiasti, ... uvijek se provode na otvorenom
skupu. Skup2 € R” je otvoren ako za svaku tku Py iz Q postoji kuglaB (Py, §) polumjeras oko
toCke Py takva da vrijediB (P, §) C Q. Na taj n&in izbjegavamo téke na rubu z& koje potencijalno
mogu biti problematine.

1.1.1 Povezan skup. Podrgje u R”

Otvoren skup2 C R” je povezan ako za bilo koje dvijedke A, B € Q postoji kon&no mnogo téaka
A= Py, Py, ..., P_1, P, = Btakvih da spojnice’o Py, PL P, ..., P._1 P leze uQ. Otvoren i povezan skup
Q C R” naziva se podigjem uR".

1.2 Nivo-krivulje

Za danu funkcijuz = f (x, y) naR? nivo-krivulje su definirane izrazom:
f(x,y) =C, C jekonstanta (1.2)

Za razltite konstanteC (realni brojevi) dobijemo razite nivo-krivulje. Ako funkcijaz = f (x,y)
opisuje plohu ili dio plohe © C R3, tada nivo-krivulje dobivamo presjecima ravnina= C s plohom

2= f(x).
1.3 Nivo-plohe
Za danu funkcijw = g (x, y, z) naQ C R3 nivo-plohe su definirane izrazom:
g(x,y.2) = K, K jekonstanta (1.2)

Za razltite konstantek (realni brojevi) dobijemo razite nivo-plohe.
Ako je u skalarni potencijal, plohe (x, y, z) = K nazivaju seekvipotencijalnim plohamaodnosno,
plohama po kojima je potencijal konstantan.

1.4 Limes funkcije

Za realan brojL. kazemo da je limes funkcij¢ u tocki Py ako (e > 0) (36 > 0) takav dav P vrijedi
O<d(PP)<é6=>|f(P)-Ll<e (2.3)

Iz ove definicije se vidi da je limes funkcije neovisan o putukpjem stizemo u. Takader, brojL ne
mora biti povezan s definiranom vrijednosti funkcjjéxg). No, funkcija f neprekinutaje u tacki Py
akojeL = f (P).



1.4.1 lterirani limesi

Jedan od modtih naina koji ukazuje n&injenicu da li funkcija dvije varijablef (x, y) ima limes u
nekoj t&€ki Py , jest izr&un iteriranih limesa: ako je rezultat uzimanja limesa ftijgknajprije pox,
onda poy, i obratno, poy pa onda pox, jednak istom brojul, smijemo posumnjati da funkcij ima
limes L u tocki Py. Za kon&an zakljitak o tome je liL limes funkcije f (x, y) moramo upotrijebiti
definciju (1.3).

1.5 Diferencijabilnost

Funkcija dvije varijablef (x, y) je diferencijabilna (derivabilna) u &&i (xo, yo) ako postoji polinom
P (h k) = Ah+ Bk (1.4)
gdje suA i B realni brojevi, takav da vrijedi

lim |f (X0+ h’y0+k) - f(XO,YQ) — Ah— Bkl _
e N

Veomacesto se razmatra samo &hj kad varijables i k imaju kon&no male vrijednosti, blizu nule.
UobiCajene oznake u fizici si= Axi k = Ay.

0 (1.5)

1.6 Parcijalna derivacija
Funkcijaf (x, y) ima parcijalnu derivaciju po varijabk u tocki (xo, yo) ako postoji limes

im? (x0 + h. yo) — f (x0. ¥0)

h—0 h (16)
Slicno, funkcijaf (x, y) ima parcijalnu derivaciju po varijabl u to€ki (xo, yo) ako postoji limes
tim (X0, ¥0+ k) — f (x0. y0) (1.7)
k—0 k
Uobicajene oznake za parcijalnu derivacijupsu
g—f ili Sx ili I ili Oxf ili D1f (1.8)
X

Ako je funkcija diferencijabilna, onda je i neprekinuta.kdder, onda ima i parcijalne derivacije. Obrat
ne vrijedi: ako funkcija ima parcijalne derivacije, nijeamo neprekinuta i nije nuzno diferencijabilna.

1.7 Totalni prirast
Totalni prirast funkcijez = f (x, y) u tocki (xg, yo) je razlika

Az = f(xo+ Ax, yo + Ay) — f (x0. y0) (1.9)

gdje suAx i Ay kona&no mali prirasti varijablix i y.



1.8 Totalni diferencijal

Totalni diferencijal funkcijez = f (x, y) u tocki (xo, yo) je izraz

0 0
dz = —fdx + —fdy (1.10)
o0x dy

gdje sudx i dy beskon&no mali prirasti varijablix i y. Parcijalne derivcije u (1.10) éanamo u toki

(x0. ¥0)-
Ako suAx i Ay dovoljno mali, smijemo aproksimirati

0 0
Azgpp & %Ax + —fAy (1.12)

dy

Izraz (1.11) je u véini sluCajeva lake izr&unati nego (1.9). Veoma $esto koristi u fizici.



2 Diferenciranje slozenih funkcija. Derivacija funkcije u zadanom smjeru

2.1 Egzaktna diferencijalna forma

Diferencijalna forma n& C R2
P(x,y)dx+Q(x,y)dy (2.1)

naziva se egzaktnom diferencijalnom formom, ili&eaegzaktnim diferencijalom ako vrijedi

0P 90

— = 2.2
dy o0x (2:2)

Uz uvjet (2.2), diferencijalna forma (2.1) jednaka je totah diferencijalu neke funkcijef (x, y) i
mozemo pisati

df = %dx + %dy = —Pdx — Qdy (2.3)
o0x dy
Integral funkcijef ovisi samo o poetnoj t&ki Ty i konatnoj tacki T>
T2
| “ar=r@- s (2.4)
Ty

2.2 Rotacija vektorske funkcije

Rotacija vektorske funkcijé (x,y,z) = P (x,y,2) &+ 0 (x,y,2) &+ R (x, , 7) & naQ C R3 definira

se izrazom
e € e
curlA=det| o 9, o,
P O R

=e (0,R—0.0) — e, (0xR — 0.P) + &, (00 — 0, P) (2.5)

2.3 Konzervativno polje. Gradijent skalarne funkcije

Neka je vektorsko poljé dano funkcijomA (x,y,z) = P(x,y.z) e+ QO (x.y.2) €, + R(x,y,z) € na
Q C R3. PoljeA je konzervativno (potencijalno, bezvrtlozno) ako vrijed

curlA=0 (2.6)
odnosno,
OR 00 OR_0P 00 _0P 2
dy 0z o0x 0z ox dy
Tada postoji skalarna funkcija (x, y, z) takva da je
A = —gradF (2.8)
gdje je gradijent funkcijeF’ (x, y, z) definiran relacijom
JoF JoF JoF
gradF = Xe" + a—yey + a—zez (2.9)
Uvjeti (2.7) nam takder, osiguravaju da je diferencijalna forma
P(x,y,2)dx+Q(x,y,2)dy+ R(x,y,2) dz (2.10)

egzaktna.



2.3.1 Odrativanje skalarnog potencijala

Pretpostavimo da je vektorsko pokekonzevativno te postoji skalarna funkcifaza koju vrijedi (2.8).
Definiramovektor infinitezimalnog pomakair izrazom

dr =dxe,+dye, +dze, (2.11)
Totalni diferencijal funkcijeF glasi
JoF JoF JF
dF = —dx+ —dy+ —dz = (gradF) - dr = —A - dr
dx dy 0z
=-P(x,y.2)dx—Q(x,y.2)dy — R(x,y.2) dz (2.12)

Sto je ekvivalent izraza (2.3) i@ C R3. Ako je zadana diferencijalna forma (2.10), pdug(2.12)
integracijom mozemo odrediti skalarni potencifal

2.4 Diferenciranje slazenih funkcija

Zadana je funkcijgf (x1, x2, ..., x,»). Pretpostavimo da svaka edvarijabli x; , ovisi on varijabli u; tako
daje

xi = gi(u, up, ..., up) (2.13)
Neka je zadana vektorska funkci@a= (g1, g2, ..., g») 9dje su{g;} komponente. Formiramo kompozi-
ciju funkcija

h(ug,up,....uy) = (f o G) (ug, up, ..., uy,)

= f(g1(ur, uz, ..., un) . g2 (us, uz, ..., un) , ... gm (U1, u2, ..., uy,)) (2.14)
Tada vrijedi
« 0/ 98;
— 2.15
auk Z ()Xj auk ( )

Poseban skigj je ako se varijabla, eksplicitno pOJavauje u funkcijif, odnosno.f (ux, x1, x2, ..., Xm).
Tada psemo

af ag, of
E Z - (2.16)

axj auk ouy,

Napomena 1 Veoma cesto se umjesdd/du;, U (2.15) i (2.16) pise f/du, no takav zapis u (2.16)
dovodi do pogreske.
2.5 Geometrijsko zn&enje gradijenta

Neka je plohaS opisana funkcijony = f (x, y) . Gradijent naQ C R? dan je formulom

_of of
gradz = Fw e + R e (2.17)

Geometrijsko znéenje gradijenta je da pokazuje smjer najbrze promjenieciign/ u promatranoj toki.



2.5.1 Normala nakrivulju g(x,y) =0

Ako je krivulja C uQ C R? zadana jednadzbom
g(x.»)=0 (2.18)

tada je totalni diferencijal

d d
ox dy

Vektor dr = dx e, + dy e, ima smjer tangente na krivuljd. 1z (2.19) vidimo da je grag ortogonalan
nadr, odnosno, ima smjer normale ga

2.6 Derivacija funkcije u zadanom smjeru

Derivacija u smjergedinitnog vektora za funkcijuz = f (x, y) definira se izrazom

0z

- = (gradg) - | (2.20)
Pretpostavimo da je zadani smjer
gradz
= — 2.21
loradz] (220

Tada derivacija u smjeruima vrijednost

dz _ (gradz) - (gradz) 07\ 2 07\ >
o = fgradz] ‘\/<$) "oy *22

Sto predstavlja naj\i vrijednost kojwz /ol moze imati.
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3 Parcijalne derivacije i diferencijali vi Sih redova. Taylorova formula

3.1 Parcijalne derivacije viSih redova

UobiCajene oznake za parcijalne derivacije drugog reda go

2f . Y . 5 . . 5
— ili Sx ili oL f ili Oxxf ili Dif (3.1)
0x2
MjeSovite derivacije drugog reda poi y
> f . of . Y . . .
3yox ili ay ( ™ > ili Iy ili Oyxf ili 0,0x f ili DoDy f
(3.2)
Za funkciju tri varijable oznake za nfevite parcijalne derivacije redovaj i k su
oItk . . " '
— il @ikl 0.0’0" 3.3
ax[ayjazk f x7y zf ( )

3.1.1 Schwarzov teorem

Moze se dokazati da je redoslijed diferenciranja zaSoyée parcijalne derivacije nebitan pa je uvijek
mogLte odabrati redoslijed koji nam odgovara ili koji je najjedtavniji za r&un. Pri tome funkcija
koju diferenciramo mora biti klas€? ako trazimo parcijalne derivacigtog reda. Na primjer, Zzelimo li

da vrijedi
o (2)-2 (%) -
dy \ ox dx \ dy

funkcija f mora biti klaseC?, odnosno,f mora biti neprekinuta i sve parcijalne derivacije gado
drugog reda moraju postojati i biti neprekinute funkcije.
3.2 Diferencijali viSih redova

Za funkcijuz = f (x, y) diferencijal 1. reda dan je formulom (1.10)
of af

dz = =—dx + —=dy 3.5
x ™t o, (3.5)
Diferencijal 2. reda za = f (x, y)
_ o (of . of >f P’ f P’ f
d(dZ) =d (a—d + a—d ) axz X + 26 a dx dy + ﬁdy (36)

Pri izvodu formule (3.6) uzima se u obzir Schwartzov teorehfdx) = 0. Parcijalne derivacije drugog
reda uvijek réunamo u zadanoj &ii.

3.2.1 Hesseova matrica

Diferencijal 2. reda mozemo zapisati i u matrom obliku

d?z = (ar)" - (Hydr) (3.7)

gdje je Hy Hesseova matrica za funkciju dvije varijalle

Oxxf  Oxyf
H;= y 3.8
/ ( axyf ayyf ) ( )
dok je vektordr
dx

dr _( dy > (3.9)

Vektor (dr)” je transponirani vektodr, odnosno, r)” = (dx, dy).

11



3.2.2 Diferencijal n-tog reda

Ratunamo ga po simbdilkoj formuli

9 a\" = [n 0 f(x, )
d"z = | dx— + dy— y) = dxk gy —L =22 3.10
z (xax+ yay> f(x.y) Zé(k) e (3.10)

3.3 Diferenciranje implicitno zadanih funkcija

Jedan od uvjeta da jednadZzbdx, y) = 0 opisuje implicitno zadanu funkciju = f (x) na otvorenom

intervalu oko t@ke (x, y) jest da je parcijalna derivacijg) # 0. Tada je
F!
_ L (3.11)
dx F,

Slicno, da jednadzbé (x, y, z) = 0 opisuje implicitno zadanu funkcijg = g (x, y) mora biti ispunjeno
G’ # 0. Tada vrijedi:

og _ G
ox G,
G!
% _ - (3.12)
dy G,
Jedan od uvjeta da sustav jednadzbi
Hy(x,y,u,v)=0
Hy(x,y,u,v)=0 (3.13)

opisuje implicitno zadane funkcie= h1 (x, y) i v = hy (x, y) jest uvjet
0 (Hy, Hy) 0H1/0u 0Hy/dv
i 14
() det( OHp)ov oHyjov ) 7O (3.14)
3.4 Taylorova formula

Taylorovom formulom zadan je razvoj funkcije(x, y) u red po potencijama za varijaltey oko tacke
T (xo0, yo)

1
fxy)=fy)r+ T

(x=50) g+ 020 5] £ )|

+..
T

(3.15)

2 n
(=30 3+ 000 32| £ G0)| et o0+ =30 | S )

1
]

gdje se parcijalne derivacije zaraCunaju u t@ki 7. Na primjer,clanovi drugog reda u razvoju (3.15)
su

N 9°f (x0. yo)

1 d a1?
51 [(X—XO)3+(y—yo) a—y] f(xy) 5 e

T
5 2
M + 1' (y — y0)2 M (316)

+(x —x0) (y = y0) ——~ 3y > o2

iz Cega vidimo da s operatoror[t(x — x0) 0/0x + (¥ — yo) a/ay]2 ratunamo skno kao i s kvadratom
binoma.
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3.4.1 Maclaurinova formula

Poseban skiaj Taylorove formule je Maclaurinova formula koja pred§tarazvoj zaf (x, y) po poten-
cijama zax, y oko tatke T (0, 0)

11 o P 11 o 2 1?
fxy) = f(x’y)lT'i'ﬂ X +y0_y] f(xy) T+z Xa"‘)’@] f(xy) )
1[ o a1"
+ot+— x—+y—] fxy)| +... (317)
n! ox ay T

3.4.2 Razvoj ured za male priraste argumenta

U fizici se Cesto koristi razvoj u red za vélhu f kojoj se argumenti malo promijene. Uvedimo nove
varijable

U=x+hn
v=y+k
w=z+1 (3.18)

te izvedimo Taylorovu formulu za funkcij (u, v, w) pod pretpostavkom da su prirash, k./) veoma
mali. Imamo

1 0 0 0
fuvw)=fx+hy+kz+)=f(.y.2)+ = |h—+k—+I—|f(x.y.2)
1M | ox oy 0z
2 n
1 0 0 1 0 0 0
— |h—+k— +1— Ly, e+t —|h—4+k—+1— Y, ... (3.19
+2! 5 + ay+a f(xy.2)+ +n! ax+ ay+az f(xy.2)+ ( )

Treba primijetiti:

e Taylorovu formulu r&unali smo oko toke T (ug, vo.wg) = (x, y, z) odnosno, postavljanjenk(k, I) =
(0,0,0) u parcijalnim derivacijama.

¢ Parcijalne derivacije, na primjer prvog redagpdkoju raunamo u toki T (ug, vo.wo) jednaka je

of (u,v.w) _ of (x,y,2)

3.20
Ju 0x ( )

T

e Zbog malih promjena k, ) uobicajeno se réunaju samalanovi prvog ili drugog reda.

3.4.3 Primjer

Zadana je funkcijaf (x,y) = eyvsinx, gdje sux i y mali. Do ¢lanova drugog reda pei y imamo
f(y) ~ x(1+y) ~ x+ xy. Zelimo li koristiti formulu (3.19), identificiramo varijdb i izraze na
sljedeti n&tin:

(h. k) = (x. )

(. v) = (x.y)

f(x.y)— f(00)

of (x.3) _ 0f (x.5)

3.21
ox 0x ( )

(0.0
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4 Ekstremi funkcija vi Se varijabli

4.1  Minimum i maksimum funkcije

Funkcija f imaminimum f (Pp) u tocki Py ako za svaku ttku P # Py iz okoline zaP, vrijedi f (P) >
f (Pp). Funkcijaf imamaksimum f (Py) u tocki Py ako za svaku ttku P # Py iz okoline zaPy vrijedi
f(P) < f (Po). Minimume i maksimume funkcije nazivanekstremimafunkcije f.

4.2 Stacionarne t@ke

Pretpostavimo da je zadana funkcija dvije varijafléx, y). Tocka Py (xo, yo) U kojoj je

of

of
0x '

- -0 4.1)
Py ay

Po

naziva se stacionarnom ili krithom ta@kom. Ako su ispunjeni uvjeti (4.1) tada vrijedi

0
df (Po) = % >
Po

dy=0 4.2

Analogno vrijedi i za funkcijurn-varijabli: stacionarnom nazivamo onuctal u kojoj su prve par-
cijalne derivacije po svim varijablama jednake nuli. 1aré&1) ili (4.2) sunuzni uvjeti za ekstreme
funkcije.

4.3 Dovoljni uvjeti za ekstreme funkcije

Neka je Py (xo, yo) Stacionarna titka funkcije f (x, y), odnosnodf (Py) = 0. Hesseova matric43.8)
za f u toCki Py jednaka je

Pf  Pf
2 0x0

Hy(po) = 9% %7 (4.3)
oxdy 02 ) p

Determinantu Hesseove matrice @&t (P,) nazivamoHessianza f u tocki P,. Pom@u Hessiana
izratunatog u stacionarnojd&i Py, odredittemo da li se radi 0 minimumu ili maksimumu fa

4.3.1 Uvjeti za minimum

Ako je d°f (P) > 0, onda jef (Po) minimum zaf. Ovaj uvjet je za funkciju dvije varijable zadovoljen
ako vrijedi
2f
—1| >0 detH, (Po) >0 (4.4)
0x2 | p,
Napomena 2 Ako jedetH ; (Po) > 0, tada je i9%f /dy? > 0 u totki Py zbogo?f /dx? > 0. Svojstvene
vrijednosti zaH ; (Po) postaju strogo pozitivne pa je i diferencijal (3.7) uvijebztivan jer je napisan u
obliku pozitivho definitne kvdratne diferencijalne forme

4.3.2 Uvjeti za maksimum

Ako je d?f (Po) < 0, onda jef (Po) maksimum zg . Ovaj uvjet je za funkciju dvije varijable zadovoljen
ako je
0°f

P <0, detH, (Py) >0 (4.5)
P

14



Napomena 3 Ako jedetH ; (Po) > 0, tada je i9%f /dy? < 0 u totki Py zbogo?f /dx? < 0. Svojstvene
vrijednosti zaH  (Pg) postaju strogo negativne pa je i diferencijal (3.7) uvijedgativan jer je napisan
u oblikunegativno definitne kvdratne diferencijalne forme

4.3.3 Ostali slicajevi

e Ako je detH s (Pp) < 0, ondaf u Py nema ekstrema.

e Ako je detH, (Py) = O, potrebno je dodatno ispitivanje, odnosno, divanje predznaka diferen-
cijalima viSih redova.

4.3.4 Funkcijen varijabli

Neka je Py stacionarna ftka funkcijen varijabli f (x1, x2, ..., x,). Hesseova matrica z&u Py glasi

fi1 fi2 0 fw

far fa2 -0 fou

Hy (Po) = (4.6)

fnl fn2 fnn Po
gdje je, na primjer,f1, = 0%f/0x10x>. U tocki Py je minimum ako je svaka svojstvena vrijednost

za Hy (Pp) strogo pozitivna i tada je?f (P;) > 0. Zan = 3 ovaj uvjet mozemo lde provjeriti
utvrdivanjem predznaka subdeterminanti

i fi f11 fi2 f13
f]_l >0, det f f >0, det f21 f22 f23 >0 (4.7)
ot = fa1 fa2 f33

ako je u t@&ki Py minimum. Za maksimum WP, mora bhiti f1; < 0, a ostale deteminante moraju sukce-
sivno mijenjati predznake, dakle,

i fio f11 f12 fi3
fu11<0,  det o1 far ) 0,  det| fa1 f22 fa3s |<O (4.8)
2 J2z f31 f32 f33

4.4 Uvjetni ekstremi

Zadana je funkcija dvije varijablé (x, y). Uvjetni, relativni ili vezani ekstrem funkcij¢ je minimum ili
maksimum zaf pod uvjetom da su varijable, y povezane jednadzbogh(x, y) = 0. Ova se jednadzba
nazivajednadzbom veze

4.4.1 Lagrangeov mnditelj

Za funkciju dvije varijable formiramo funkciju

g(x.y)=f(x.y)+ip(x,y) (4.9)

gdje jeA Lagrangeov mnozitelj ili multiplikator. Téke ekstrema z# (x, y) potrazittemo meu rieSenjima
jednadzbi
g 0 og

0g
) = =0, = = .y)=0 4.10
Ix 9y 3 @ (x,y) (4.10)
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4.4.2 Brojjednadzbi veze

Broj jednadzbi vezen uvijek je maniji od broja varijabli. Na primjer, za funkciju 3 varijable mozemo
zadati najvse dvije jednadzbe veze. NaGaiku postupka oddivanja uvjetnih ekstrema za funkciju
varijabli f (x1, x2, ..., xn) i m jednadzbi veze piemu jen > m, formiramo funkciju

g=f+ 1+ Az + ...+ 4w (4.11)
Zatim ra&&unamo parcijalne derivacije
98 _g 98 _o o 98 _g
0x1 0x2 0x,
Jg Jg Jg
—=¢;=0 —==¢,=0, ..., —=—=¢,=0 4.12
041 ¢l 942 ¢2 0/1,,, ¢m ( )

Ekstreme trazimo nd rieSenjima jednadzbi (4.12).

4.5 Dovoljni uvjeti za vezane ekstreme

U fizici se nageste jednostavnim razmatranjem zakljije radi li se o0 minimumu ili maksimumu udhki
Py koja je riésenje sustava jednadzbi (4.12). Ako to nije mogutreba razmotiritprosirenu Hesseovu
matricu (n + m) x (n + m) za funkcijug

i, (Po) = < o ;’g > (4.13)
P

gdje je H, Hesseova matrica (4.6) za funkcguwi (4.11), matricaO je nul-matrica tipan x m, matrica
@ je tipam x n i sastoji se od prvih parcijalnih derivacija jednadZbi @gmo varijablama sustava

0¢1/0x1 0p1/ox2 ... O0¢1/0x,
0 0 0 0 cee 0 0x,

®(Py) = 4’2:/ X1 cbz{ X2 ; cbz:/ x (4.18)
a¢m/axl ad)m/()XZ o ad)m/axn Py

Nakon toga treba iztainati determinante svih gornjih lijevih podmatrica (gldwvminora) zaf{g (Po),
poCevsi od one tipa (& + 1) x (2m + 1) do cijele pr&irene Hesseove matrice tipa+ m) x (n+ m).
Matrica i njihovih determinanti ukupno ima & m). Dovoljni uvjeti za ekstreme su sljede

e U P je lokalni minimum ako sve subdeterminante imaju jednakipnak 1)".

e U P je lokalni maksimum ukoliko subdeterminante sukcesivnienjaju predznak s tim da de-
terminanta s najmanjim brojem redaka i stupaca ima predgaa}'+*.

45.1 Primjer

Promotrimo funkciju 3 varijablef (x, y, z) kojoj trazimo ekstreme uz jedan uvjgt= 0. Tada jen = 3
i m = 1, présirena Hesseova matrica je tipax44. Promotrittemo determinante dvije podmatrice
(n — m = 2) izraCunate u toki stacionarnojPo:

0 o/ ox op/dy 0¢/0z
op/ox 0°g/ox?> 0%°g/oxdy 0°g/dxdz
op/dy 0°g/oxdy 0%g/dy? 0°g/dyoz
0p/0z 0°g/oxdz 0°g/dydz 0°g/0z>
(4.15)

Ukoliko je predznak ovih determinanti jednak)” = —1, u taki Py je minimum. Ukoliko je predznak
3 x 3 determinante u (4.15) jednak1)"*! = 1, a determinante 4 4 u (4.15) jednak-1, radi se o
maksimumu.

0 o/ 0x op/dy
det| o¢p/ox 0%g/ox?> d%g/oxdy |. det

o¢/dy 0°g/oxdy 9%g/dy?

16



Il VI SESTRUKI INTEGRALI

5 Dvostruki integral

5.1 Riemannov integral naR?

Zadana je funkcijaf : R? — R. Zatvoreno podiéie R ¢ R? nalazi se uxy-ravnni. RazdijelimoR
naN potpodriéja AR, Cija je povBinaAA,, p = 1,2,...N. Neka je t€ka T} (x,.y,) sadrzana WR,.
Promotrimo sumu

N
S=f(xpyp) AA, (5.1)
p=1

Uzmimo granénu vrijednostN — oo pri CemuAA, — 0. Drugim rije€éima, uzimamo sukcesivno "fi-
nije” subdivizije zaR, zatim r&unamoyf (xp, yp) | povrSine AA, koje postaju sve manje te na kraju
racunamo vrijednost z&. Ako takav limes postoji i jedinstven je, tada se naziva thubdém Riemanno-
vim integralom poR i piSemo ga kao

lim S=1= JR £ (x,y)dA (5.2)

N—oo

Napomena 4 Vrijednost zal ne ovisi o tome kako smo napravili raspodjelu podrukjaa potpodrucja
AR,, odnosno, jesu IAR, istog oblika i imaju li jednake povrSingA,.

Napomena 5 Dvostruki integral mae se definirati i pomocu Darbouxovih suma kojaetk Darbouxo-
vom integralu. PokZze se da su oba pristupa ekvivalentna pod uvjetom daggranicena funkcija na
R.

5.1.1 Dvostruki integral u Kartezijevim koordinatama

Ako su potpodrgja AR, pravokutnog oblik&ije su stranice paralelne koordinatnim osimay, tada je
AA = AxAy, a oznaka integrala postaje

I= J f (x,y) dxdy (5.3)
R

I= ”R £ (x.y) dxdy (5.4)

5.1.2 Promijenjive granice u integralima

Optenito, granice za integraciju po jednoj od varijabli mogtil frromijenjive ili varijabilne. Fiztari
veomacesto zapisuju dvostruki integral u obliku

b B(x)
I :J de dy f(x,y) (5.5)

a a(x)

U (5.5) granice za integraciju posu varijabilne, to su funkcije (x) i g (x).
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5.2 Fubinijev teorem

Dvostruki integral funkcijef (x, y) na pravokutnikuR = [a, b] x [c, d] moZzemo izr&unati postupno, u
dva koraka: (i) integrirajéi najprije, po jednoj varijabli, na primjex dok varijabluy drzimo fiksnom;
(i) integrirajuci, zatim, po drugoj varijabliy. Redoslijed integriranja po varijablamai y smijemo

zamijeniti o ]
s ([ renw)oce

Ovakav se postupak ¢ananja smije primijeniti ako je bar jedan od dvostrukilegrala apsolutno ko-
nvergentan, odnosno, ako vrijedi

[

5.3 Promjena varijabli u dvostrukom integralu

b
J f(x,y) dx> dy (5.6)

a

c

d
J |f (x. )] dy) dx < oo (5.7)

Zadana je transformacija iz novih koordinatay) u Kartezijeve &, y)
x =g (uv)
y=nh(uv) (5.8)

Pretpostavljamo, takter, da postoji inverzna transformacija= g1 (x.y) i v = h~1(x, y). Varijable
integracije u dvostrukom integralu mijenjamo po pravilu

J<Q)
u,v

gdje su uolBajeno, funkcijaf (g (u, v), h (u, v)) = f (4, v) i podriEje R’ jednostavnijeg oblika, odnosno,
integral u novim koordinatama(v) lakSe je izr&unati. Jacobianza transformaciju (5.8) je determi-

nanta oblika
X ¥\ _ i 08/0u 0g/0v
! (u,V) - det( Oh/ou oh/dv (5.10)

Primijetimo da se u (5.9) javlja apsolutna vrijednost Jdaad.

L £ (x, ) dxdy = L, f (@)

dudv (5.9)

Napomena 6 Veoma Cesto se u fizici transformacija (5.8) zapisuje kabli= x (u,v),y = y (u, v).

5.3.1 Primjer: polarne koordinate

Uzmimo za nove koordinate= p, v = ¢. Transformacija (5.8) glasi

X = pCOS¢p
y = pSsing (5.11)
Jacobian transformacije (5.11) jednak je
X,y
J|l— ) =p 5.12
(p, d>> 512

5.4 Nekoliko primjena dvostrukog integrala
5.4.1 PovSina podrugja u xy-ravnini

Neka jeR podriEje uxy-ravnini. PovBina podrgja R glasi

A(R) = JR dxdy (5.13)
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5.4.2 Volumen ispod plohe
Zadana je funkcijaz = f(x,y) > 0 za sve £,y) € R. Nekaz = f (x,y) odraduje plohuz u R3.
Volumen ili obujam podrja uRR? "ispod” dijela ploher &ija je projekcija podrije R, ima oblik

Vi = JR f(x,y)dxdy (5.14)

Ukoliko je z = f (x, y) < 0, integral (5.14) date negativnu vrijednost. Tada je volumen pdiauuR3
"izmedu” plohe i podréja R jednak—V.
5.4.3 PovBina plohe

Povisina dijela glatke plohe koja je odrefena jednadZzbom = f (x, y) i Cija je projekcija na ravninu
xy podritje R, glasi

Ay = J \/1+ (01 /0x)? + (0.f /0y)%dxdy (5.15)
R
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6 Trostruki integral

6.1 Riemannov integral naR3

Zadana je funkcijgf : R® - R. Razdijelimo zatvoreno podtje P c R3 na N potpodr&ja AP, &iji je
volumenAV,, p = 1,2, ...N. Neka je t€kaT), (x,. y,. z,) sadrzana W P,. Promotrimo sumu

N
S=Yf(xp ¥p.2) AV, (6.1)
p=1

Uzmimo grantnu vrijednostN — oo pri cemuAV, — 0. Ako takav limes postoji, onda je jedinstven i
naziva se trostrukim Riemannovim integralom Ppd piSemo ga kao

im S=1= JPf (x.y,2)dV (6.2)

N—oo

Napomena 7 U fizici se testo element volumeti oznacava ka@®r.

6.1.1 Trostruki integral u Kartezijevim koordinatama

Ako su potpodrtja AP, oblika kvadraciji su bridovi paralelni koordinatnim osima, y i z tada je
AV = AxAyAz, a oznaka integrala postaje

I= J f(x,y,z) dxdydz (6.3)
P
ili
I = JJJ f(x,y,z)dxdydz (6.4)
P

Granice za integraciju za dvije varijable mogu biti promijjee ili varijabilne Sto zapisujemo u obliku

b y2(x) 22(x.y)
I= J de dyJ dz f(x,y,2) (6.5)

a y1(x) z1(x.y)

U (6.5) plohezs (x, y) i z2 (x, y) omeduju podri&je P "odozdo” i "odozgo”, a krivuliey; (x) i y» (x)
omeduju projekciju podrgja P naxy-ravninu.
6.2 Promjena varijabli u trostrukom integralu
Zadana je transformacija koordinata ¢, w) u Kartezijeve &, y, z)
x=guv,w)

y=h(uv,w
2=k (uv,w) (6.1)

Pretpostavljamo, takter, da postoji inverzna transformacija= g1 (x.y.z), v = h™ 1 (x,y.2) iw =
k1 (x, y, z). Varijable integracije u trostrukom integralu mijenjamo pravilu

(i35)

u,v,w
gdje su uohiajeno, funkcijaf (g (v, v.w), h(u,v,w), k (u, v, w)) = f (u, v, w) i podritje P’ jednostav-
nijeg oblika, odnosno, integral u novim koordinatamav( w) lakSe je izr&unati.

dudvdw (6.7)

J f(x,y,z2) dxdydz =J fwv,w)
P P’
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Jacobianza transformaciju (6.6) je determinanta oblika

oh/ou 0oh/dv oh/ow (6.8)

(x,y,z>=det og/ou 0g/ov dg/ow
ok/ou ok/ov Jk/ow

u,v,w
Primijetimo da se u (6.7) javlja apsolutna vrijednost Jéaadb.
Napomena 8 Veoma Cesto se u fizici transormacija (6.6) zapisuje u ablik x (u, v, w),y = y (u, v, w)
iz=2z(vw).
6.2.1 Primjer: cilindri ke koordinate

Uzmimo za nove koordinate= p, v = ¢ i w = z. Transformacija (6.6) glasi

X = pCOS¢
y=psing
1=z (6.9)
Jacobian transformacije (6.9) jednak je
J(’“”):,; (6.10)
p.9.z

6.2.2 Primjer: sferne koordinate
Neka su nove koordinate= r, v = 0 i w = ¢. Transformacija iz sfernih u Kartezijeve koordinate glasi

X = r COS¢ sing
y = rsingsing

z = rcosf (6.11)
Jacobian transformacije (6.11) jednak je
J(fey;) = r2sing (6.12)

6.3 Nekoliko primjena trostrukog integrala
6.3.1 Volumen podritja u R?

Volumen podrija P c R3 glasi
V (P) = J dxdydz (6.13)
P

6.3.2 Centar mase tijela

Koordinate centra mase tijela, odnosno, §&ixr, y7, zr) odreduju se pomou formula

1¢
xr==| xp(x,y.2)dr
m )R
1( 3
yr=—1| yo(x,y.2)d°r
mJRr
1( 3
zr=—| zp(x, y,2)d°r (6.14)
mJr

U (6.14)m je masa tijela, @ (x, y, z) je masena gusta.
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7 Razne metode izréuna integrala
Uz uobitajene metode za pranan ntegrala, fiiari Cesto koriste i neke dodatne metode Etmsu,

o diferenciranje pod znakom integrala, odnosno, Leibnibzosavilo,
e integriranje pod znakom integrala,
o koriStenje simetrija, na primjer, parnost podintegralne fijekc

e postavljanje koordinatnog sustava na pogoddimaa primjer, postavljanje osiu smjeru valnog
vektora,

e matemaiika indukcija.

Dobar izvor primjera rjgavanja integrala upotrebom posebnih metoda je knjiga ddhidanavedena
u Literaturi.
7.1 Leibnitzovo pravilo

Neka je funkcijaf zadana na pravokutnikB = [a, b] x [¢, d] € R?. Funkcijug : [a, ] — R definiramo
formulom

d
¢ (x) = J f(x,t)dt (7.2)
Ako su f i o, f neprekinute n&, tada je
d d d
¢ (x) = EJ f(x0)dt = J Oxf (x,1)dt (7.2)

Zzaa< x < b.

7.1.1 Varijabilne granice

Pretpostavimo da su granice u integralu (7.1) varijabilne

8(x)
¢ (x) = J £ (e t) di (7.3)
7(x)
Tada vrijedi o
o(x
¢ (x)=fIx.6(x)]6(x)—flx.y ()] (x)+ J “ Oxf (x.1) dt (7.4)
y(x

pri cemu funkcijey (x) i 6 (x) moraju imati neprekinute prve derivacije.

7.2 Nepravi integrali

Javljaju se ako je bar jedna od granica integracije beskundi ako je funkcija singularna u jednoj ili
konano mnogo téaka podrgja integracije. Na primjer, kazemo da integral

J+°° f&x)dx = lim J £ (x) dx (7.5)

a a

konvergiraukoliko limes u (7.5) postoji. Ako ne postoji, kazemo daegaldivergira
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Il VEKTORSKA ANALIZA. TENZORI

8 Operator nabla. Krivocrtne koordinate

8.1 Skalarno i vektorsko polje

Pridruzimo i svakoj téki P € Q, gdje jeQ C RS2 toéno jednu brdjanu vrijednost, definirali smo
skalarno polje® (P). Na primjer, izmjerili smo temperaturu u nekoj sobi ili kfigcni potencijal duz
Zice. Uvedemo li Kartezijev koordinatni sustav na sk@puada skalarnom polju pripadacoo jedna
skalarna funkcijaf (r)

©(P)— f(r)=/(x.y.2) (8.1)
Na slican nd&in, pridruzimo li svakoj téki P € Q, gdje jeQ C R3 toéno jedan vektor, definirali smo
vektorsko poljeA (P). Poma&u Kartezijeva koordinatnog sustava, tako definiranomarskom polju,
mozemo pridruziti vektorsku funkcija (r)

A(P) —»a(r) =a(x,y.2) (8.2)

Primjeri vektorskih polja su elek@tho polje ili brzina fluida.

8.2 Definicija nable

Operator nabla ili del operator definira se pdmd<artezijevih koordinata

0 0 0
V=ze—+6,—+6€,— 8.3
Sox T y0y+ ‘oz 83)

Cesto je pogodnije koristiti zapis koordinata, ¢, z) i vektora baze{ex, e, ez} u obliku (x1, x2, x3) i
{e1, &, e3}. Tada se (8.3) moze zapisati potncsimbola za sumu

39
V=Y e— (8.4)
i=1

8.3 Osnovne operacije s nablom
8.3.1 Gradijent

Gradijent skalarnog polj@ (r) definiramo relacijom

od od od
radb =Vb=e,— +e,— +6,— 8.5
g “ox | y0y+ ‘oz (8.5)

Gradijent skalarnog polja je vektorsko polje. Gradijentrarpatranoj téki pokazuje smjer u kojem se
skalarno polje najbrze mijenja. Za danu ekvipotecijaltehp ® (r) = konst., vektor V® je normalni
vektor u ta@ki plohe.

8.3.2 Divergencija

Neka je zadano vektorsko polfe(r) = A, (r) ex+A4, (r) e,+ A, (r) e,. Divergencija poljaA (r) definira

se relacijom

0A, 0A, 0A,
+—+

ox dy 0z

Divergencija vektorskog polja je skalarno polje, a intetpamo je, u grubo, kao kvantitativnu mjeru

koliko polje konvergira ili divergira u danoj @ki u prostoru.

divA=V.A= (8.6)
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Solenoidalno polje PoljeA (r) je solenoidalno ako vrijedi
V-A=0 (8.7)
Za solenoidalno polje uvijek mozemo pran@olje c(r) takvo da jeA = V x c.

8.3.3 Rotacija

Rotaciju vektorskog polj& (r) = Ax (r) ex + A, (r) , + A, (r) e, definiramo izrazom

& € g
culA=VxA=det| o, 9, o,
Ax Ay, A
=€ (0yA; — 0;A)) — €, (0xA; — 0. A,) + €, (0xAy — 0y Ax) (8.8)

Rotacija vektorskog polja je vektorsko polje, a intergeetio je, u grubo, kao kvantitativnu mjeru vrtnje
polje u danoj t@ki u prostoru.
Ponekad je pogodno ¢anati s jednom, po volji odabranom komponentom rotacije

3 3 IA
_ k
(VxA) = 2 2 g (8.9)
j=1k=1
gdje jeg;jx Levi-Civita ili permutacijski simbol.
Konzervativno polje PoljeA (r) je konzervativno (potencijalno, bezvrtlozno) ako wlije
VxA=0 (8.10)
Ako je ispunjen uvjet (8.10), tada je matpin&i skalarno poljay (r) sa svojstvomA = — V.
8.3.4 Laplaceov operator

Laplace skalarnog polj@ (r) je izraz

0°d 0°d %D

V- (VO) =V = — + — + — 8.11
(Vo) oz T o Tz (8.11)
8.4 Usmijerena derivacija
8.4.1 Usmijerena derivacija skalarnog polja
Derivacija skalarnog polj@ (r) u smjeru jedintnog vektord definirana je relacijom
9P _ i 2+ —@ (1) (8.12)
dl e—0 €

i pokazuje kako se brzo mijenfh (r) u smjeru vektord. MoZe se pokazati da izraz (8.12) dobiva oblik

% = (V) - (8.13)

Za fiziku je od posebne vaznosti derivacija u smjeru normalgedinicnog vektora koji je okomit na

zadanu plohu

% = (VO) -n (8.14)
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8.4.2 Usmjerena derivacija vektorskog polja

Derivacija vektorskog polj& (r) = A1 (r) e; + Az (r) & + A3 (r) e3 u smjeru jedintnog vektord defi-

nirana je relacijom
oA

A —

_ lim (r+el)=A(r)
ol e—0 €

i pokazuje kako se brzo mijenfa(r) u smjeru vektord. Poma@u izraza (8.15) moze se izvesti da je

(8.15)

oA
0x,-

3
% =(-V)A= Zli— (8.16)
i=1

gdje jel = e, + [26 + I3€3.

8.5 Vazniji identiteti s nablom

Zadana su skalarna pola(r) , ¥ (r) i vektorska poljaA (r), B (r). Identitete s nablom upotrebljavamo
zbog pojednostavljenja ragltih izraza, na primjer, iz elektrodinamike ili dinamikeiitia.

8.5.1 Osnovni identiteti

Osnovne identitete dobijemo u §aju da operator nabla djeluje na jednu skalarnu ili vekiofankciju.

VxVd =0
V- (VxA)=0
V x (VxA)=V(V-A)-V?A (8.17)

8.5.2 Umnaak skalarnih, te skalarnih i vektorskih polja

Navodimo nekoliko identiteta u kojima nabla djeluje na prkté skalarnih i vektorskih polja.

V(OF) = PVD + OVY
V. (®A)=A-VO + DV - A
V x (PA) = VO x A + dV x A (8.18)

8.5.3 Umndci vektorskih polja
SloZenije identitete dobijemo u $lajevima djelovanja nable na produkte vektorskih polja.
V(A-B)=(A-V)B+(B-V)A+A x (VxB)+Bx(VxA)
V- (AxB)=B-(VxA)—A-(VxB)
Vx(AxB)=A(V-B)-B(V-A)+(B-V)A—(A-V)B (8.19)
8.6 Cilindri Cke koordinate (p, ¢, z)
8.6.1 Definicija

Definicija cilindrickih koordinata nalazi se na slici 8.1.
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P..(p ¢ 2)
p=0
0<¢p<2m

—0<z<

Slika 8.1

8.6.2 \ezaizmédu cilindri ¢kih i Kartezijevih koordinata

Jednadzbe transformacije iz cilinékih u Kartezijeve koordinate glase:

X = pCOS¢p
y=psing
2=z (8.20)

8.6.3 Vektor polazaja

Odaberemo li jedirine vektore Kartezijevog sustava koordiné&;e,ey,ez} kao vektore baze, vektor
polozaja u cilindrekim koordinatama glasi

I = pcosge, + psinge, + ze, (8.21)
Ako su vektori baze jedigni vetori sustava cilindékih koordinata{e,,, €p. ez}, tada vektor polozaja
ima oblik
r =pe, + z€ (8.22)
8.6.4 Jedintni vektori

Upotrijebimo li (8.22), jedintni vektori usmjereni prema porastu koordingtad, z) glase
1 or

e, = — = cosge, + Ssinge
7 or ap ¢ X + ¢ 'y
op
-1 o singe, + cosge
ed) - ()r ad) - Y
0
1 or
e = 92~ e, (8.23)
0z

Vektori {ep, €. ez} u svakoj t@ki tvore ortonormiranu bazu. Primijetimo da vekteysii e, mijenjaju
smjer ovisno o toki u kojoj ih ra&tunamo zbog ovisnosti o kuig pa zato{ep,e¢,ez} tvore lokalnu
bazu

8.6.5 Vektor infinitezimalnog pomaka

Vektor infinitezimalnog pomaka u cilindikom sustavu kooridnata ima oblik

dr = dpe, + pdpey + dze, (8.24)
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Kvadrat iznosa vektora (8.24) u promatrandjkioglasi

(ds)? = dr - dr = (dp)? + p? (dp)? + (dz)? (8.25)

8.6.6 Element volumena

U cilindrickom sustavu koordinata element volumeliajednak je:

dV = pdpdgpdz (8.26)

8.6.7 OperatorV u cilindri ckim koordinatama

Zadano je skalarno pol@ (r) = ® (p, ¢. z) i vektorsko poljeA (r) = A, (p. d.z) €, + Ay (p. . 2) €5 +
A, (p, . 2) €. Vrijede relacije:

oD 10® oD
VO =—e, +-—6+—¢
dp p 0P 0z

19 1044 04,
VA= (pa) 45
pap T pag

104, 0A
vXA:<__1__£)e

+<aAp aAz>e+1< (o) - aA>
P oz op )T PAy )

10 [ od 10%® 0°D
Vio=="—(p— |+ =— + — (8.27)
dp)  p?og? 072

Primijetimo da laplace vektorskog polja u cilintkom sustavu koordinata nema istu strukturu kao u
Kartezijevom sustavu!

A 2 0A A 2 0A,
V2A = (VZA _2r _ __4’) (VZA ¢ + = 5% > e¢+V2A e, (8.28)

8.7 Sferne koordinate(r, 9, ¢)
8.7.1 Definicija

Definicija sfernih koordinata nalazi se na slici 8.2.

P.. (r,0,¢)
r=0
0<6<m

0<¢<2m

Slika 8.2
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8.7.2 \Vezaizmdu sfernih i Kartezijevih koordinata
Jednadzbe transformacije iz sfernih u Kartezijeve kot glase:

X = r cos¢ sing

y = rsingsind

z = rcosf (8.29)
8.7.3 \Vektor polazaja

U sfernim koordinatama vektor poloZaja glasi
I = r cosg sinée, + r sing sinde, + r cosbe, (8.30)

gdje smo kao vektore baze koristili jedinie vektore Kartezijevog sustava koordiné@, e, ez}. Upo-
trijebimo li kao vektore baze jediéime vektore sustava sfernih koordin@ea, &, e¢}, tada vektor polozaja
ima jednostavan oblik

r=re (8.31)
8.7.4 Jedintni vektori
JedinEni vektori usmjereni prema porastu koordinatz9( ¢) glase:

1 or

e = =1 o = Ccosg sinde, + sing sinde, + cosde,
or
e = 1 o = COoS¢ coshe, + sing cosfe, — sinbe
or || 00 Y <
00
€ = 1 o = —singe, + r cosge (8.32)
or || 0 i’
op

Vektori {e,, &. €} tvore lokalnu, ortonormiranu bazu.

8.7.5 \Vektor infinitezimalnog pomaka

dr = dre. + rdoey + r sinfdge, (8.33)

Kvadrat iznosa vektora (8.33) u promatrandjkioiznosi
(ds)? = dr - dr = (dr)? + r? (d6)? + r? sir? 0 (d¢p)? (8.34)

8.7.6 Element volumena

U sfernom sustavu koordinata element voluméhaglasi

dV = r?sinfdrdd¢ (8.35)
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8.7.7 OperatorV u sfernim koordinatama

Zadano je skalarno polj@ (r) = @ (r, 9, ¢) i vektorsko poljeA (r) = A, (.0, p)e. + Ay (r, 0, P) €5 +
Ay (1,0, @) 4. Vrijede relacije:

Voo 0P, 100 1 00
=TT % rsine By
10 , o, . 1 04y
V-A==—(r?A,) + ———(sin0Ag) + —— —
r2 ar(r ) rsing 06( 0) rsing dg¢
1 [a,. 0Ag 1 04, 10 1[a 0A,
VxA=—— |—(sinfAy) - —2 . — = (rA = [ =(ray) -
*0 = sine [ae( 2 a¢]e”+ [rsme op ~rorAe)| &t D5 (rA0) ae]ed’
10 oD 1 0 (. o0b 1 0%
Vio==-—(rP— )|+ ———(sin0— |+ ——— (8.36)
r2 or or r2sing 00 a0 r2sin? 6 0¢?

Primijetimo da laplace vektorskog polja u sfernom sustavordtinata (8.37) nema istu strukturu kao u
Kartezijevom sustavu!

2 1 0 ,. 1 0Ay
V2A = V2A, — = |A, + — — (sinf4y) + ——=| } e
{ 2 [ s a6 "4 * 55 ag

0A, Ay cosf 0A¢] }

90 2sirP0 sio Ob
2 [o4, Ay 0Ay
V2Ay + —— — to—2 8.37
+{ ¢+r23in0[dd) 2sing ~ ° a¢]}e¢ (8.37)

8.8 Opxce krivocrtne koordinate (uy, up, us)

8.8.1 Jednadbe transformacije koordinata

Neka su 1, up, uz) zadane krivocrtne ili krivuljne koordinate koje mogu, maéi moraju imati geometrij-
sku interpretaciju. Pretpostaviemo da postoji veza izrda krivocrtnih i Kartezijevih koordinata

x = x (u, up, u3)

y =y (u1, up, uz)

7 =z (u1, uz, u3) (8.38)

odnosno, Kartezijeve koordinate su funkcije krivuljnilakéder, krivuljne su koordinate funkcije Karte-
zZijevih, osim mozda, u nekim posebnintikama ili podrgjima.

8.8.2 Jedintni vektori

Ako je vektor polozaja u krivuljnim koordinatamg(us, up, u3) = xe, + ye, + ze,, gdje su &, y, z) funk-
cije krivuljnih koordinata (8.38), definiramo jedime vektore{e;, &, €3} u smjeru porastakrivuljnih
koordinata na sljede naCin:

_lor o lor
€= hiou;” || oug
_lor o |lor
= o 2% |
1 or or
=—— m=|— 8.39
hgouz” > || ous ‘ (8.39)

Velicine hy, hy i hs funkcije su krivuljnih koordinata i nazivaju daktorima skale U fizici su nageste,
vektori {e;, &, e3} ortogonalni i tvore lokalnu, ortonormiranu bazu.
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8.8.3 Koordinatne plohe i krivulje

U totki P podrigja Q C R3 za zadane konstante, c» i c3 definiramo koordinatne plohe jednakostima:
Ui =c1, Up=cCp. U3 =C3 (8.40)

Presjeci koordinatnih ploha definiraju koordinatne kijgul promatranoj téki. To su koordinatne osi
lokalnog koordinatnog sustava. Ako se koordinatne krivgijeku u t@ki P pod pravim kutom, tada
je sustav krivocrtnih koordinata lokalno ortogonalan,piteciznije, vektori{ey, &, e3} medusobno su
ortogonalni u téki P (Slika 8.3).

y
X
Slika 8.3
8.8.4 \Vektor infinitezimalnog pomaka
Vektor infinitezimalnog pomaka je
dr = hiduyey + hoduyer + haduzes (8.41)
Kvadrat iznosa vektora (8.40) u promatrandjkioiznosi
(ds)? = dr - dr = (h1du1)? + (haduz)? + (haduz)? (8.42)

gdje smo pretpostavili dée;, e, e3} tvore ortonormiranu bazu.

8.8.5 Element volumena

Element volumend)” u krivocrtnim koordinatama glasi:

dV = hihohsdurdusdus (8.43)

8.8.6 Metricki tenzor

Ako vektori baze nisu nuzno ortogonalni, kvadrat iznodetme (8.40) iznosi

3 3
(ds)® =dr -dr = ) Z :— i = Z Z gijdu;du; (8.44)
i=1 j=1

i=1 j=1

gdje je metrtki tenzor

3 3
gi=) ) %r, du,du, Z Z hih; (e - ) dudu; (8.45)

i=1 j=1 i=1 j=1
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8.8.7 Osnovne operacije s hablom u krivocrtnim koordinatana

Neka je skalarno polj® (r) = @ (uq, up, uz) i vektorsko poljeA (r) = A (ug, up, uz) &1+ Az (u1, up, uz) &+
Az (u1, up, u3) e3. Vrijede relacije:

1 0 0 0
= — (A1hoh3) + — (A2h3hq) + — (Azh1h
I [aul( 1h2h3) auz( 2h3hy) au?)( 3h1 2)]

hi€s  hy€  hzes

VXAzhhh det 01 d2 03
17273 hiA1 hpAp h3As
1 0 [ hohz 0D 0 ( hihz 0D 0 ( hihy 0D
Ve = O (lehs 0@ | 9 (huhsd® ), 0 (hik 00 (8.45)
hihohs |ous \ hy owq dur \ ho dus duz \ h3 dus
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9 Frenetove formule. Diracova delta funkcija

9.1 Jordanov luk. Glatka parametrizacija krivulje

Neka jel C Rintervalir : I — X neprekidna vektorska funkcija, gdje ¥a, vektorski prostor svih
radijus-vektora euklidskog prostofauz zadano ishodteO i pravokutni koordinatni sustav. Skup

F=(M@)eE:tel}, r{)=0M(® (9.1)

naziva sekrivuljom u prostoruE. Parametrizacija skudaje ureteni par {, M (¢)). Varijablar € T je
parametar. Ukratko se mozetiela je krivulja neprekinuta slika intervala Primijetimo da se krivulju
moze parametrizirati na raglte n&ine.

SkupT” € E u definiciji (9.1) naziva se Jordanovim lukom ili jednostaxm glatkom krivuljom ako
je I zatvoreni interval, funkcijaV (¢) je bijekcija, ar (¢) je klaseC* pri temu mora vrijediti

(1) = #0 92

Budwti je M (¢) bijekcija, Jordanov luk ne presijeca samog sebe. Uvj&)(®na&i da u svakoj toki
Jordanovog luka mora biti definiran vektor tangente. Tadd s& (7)) naziva glatkom parametrizacijom
krivulje T.

9.1.1 Podijelovima glatka krivulja. Zatvorena krivulja

Za skupI” ¢ E kaZzemo da je po dijelovima glatka krivulja ako se dobivajapam kon&no mnogo
Jordanovih lukova. Ako se getna i konana t@€ka podudaraju, tada je krivuljazatvorena.

Kontura ili zatvorena Jordanova krivulja je po dijelovima glatkafworenaravninskakrivulja. Po
Jordanovom teoremu, kontura dijeli ravninu na svoju urimj@st i vangtinu.

9.1.2 Duljina luka krivulje. Prirodna parametrizacija

Neka jer (1) parametrizacija Jordanovog lukac E. Duljina luka krivuljeT" izmedu dvije tacke M1 =
M (t1) i M2 = M (t2) na krivulji T" dane je formulom

s = Jz [ @) || ar = J V2 (52 + ()2 9.3)

Formule se pojednostavljuju uzmemo li duljinu luk&ao parametar krivulje. Tada s&, (M (s)) naziva
prirodnom parametrizacijom, saprirodnim parametrom.

Napomena 9 U fizici se, najcesSce, vrijeme oznacava a derivacije po vremenus = x, x” = X, ...

9.2 Trobrid pratilac krivulje, (t,n, b)

Pretpostavimo da je zadana prirodna parametrizacija dovdg luka jednadzbom = r (s). Vektor
tangentet (s) zadane krivulje definiran je izrazom

dr
t=— 9.4
s (9.4)
Vektor tangente je jedibdii vektor, ||t|| = 1. Vektor normalen (s) definiran je formulom
1dt
n=—— (9.5)
K ds
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gdje jex (s) zakrivljenostkrivulje u tocki koja je odretena s vrijedngtu parametra. Vektor normale je
jediniCni vektor, ||n|| = 1. Polumjer zakrivljenostip (s) definiran je izrazom

1
=— (9.6)
K
Zakrivljenost i polumjer zakrivljenosti su nenegativndi&me, k., p > 0. Vektor binormaleb (s) defini-
ran je pome@u vektora tangente i normale

b=txn (9.7)

Vektor binormale je jedirdini vektor,||b]| = 1. Moze se pokazati da su vektori tangente, normale i binor-
male me&tusobno ortogonalni i da u svakojtta krivulje tvore (lokalnu) ortonormiranu bazu. Wrena
trojka (t, n, b) naziva se trobrid pratilac krivulje (Slika 9.1).

-

z b

S

~+y
a

Slika 9.1

9.2.1 Trobrid pratilac u bilo kojoj parametrizaciji

Ako je zadana bilo koja parametrizacija= r (), tada su vektori tangente, binormale i normale jednaki
r' r'xr”
=—+1, b=4t——,
Il lIr" < r"|l
gdje predznaK+" uzimamo ako vrijedds/du > 0, a"-"zads/du < 0.

t n=hbxt (9.8)

9.3 Frenetove formule

Neka jer (s) prirodna parametrizacija Jordanovog luka. Tada vrijedmé&tove formule (upotrebljava se
i naziv Frenet-Serretove formule):

dt

— =kNn

ds

db

— =—7n

ds
dn =1bh — «t (9.9)
ds

gdje jer (s) torzija krivulje. MoZe se pokazati da za krivulje koje u potpundsfie u ravnini vrijedi

7 = 0. Torzija je, zato, mjera odstupanja zadane krivulje odinake krivulje u nekoj téki. Definiramo
jos i polumier torzijeos (s)

(9.10)
Jednadzbe (9.9) su sustav linearnih diferencijalnih geldbi prvog reda za komponente vektora u tro-

bridu (t, n, b). Egzistencija i jedinstvenost takvog sustava ukazujéingnicu da je krivulja odréena
svojom zakrivljenosti i torzijom, ali polozaj krivulje urpstoru nije odrden.

(o2

SR
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9.3.1 Izratun zakrivljenosti i torzije

Neka je krivuljaC zadana u bilo kojoj parametrizaciji = r (u). Zakrivljenostk (s) i torzija z (s)
ratunamo po formulama
L
11
B (r/ X r/!) . r/!/
I > |2

(9.11)

9.4 Definicija Diracove delta funkcije

Neka jef(x) zadana funkcija. Diracovu delta funkciju definiamo iznazo

r F()6(x — x0)dx = f(x0) 9.12)

—0o0

Ponekad je korisno zamisliti da Diracova delta funkcijajuaka, osim u toki xo, ima vrijednost nula.
U tocki xq vrijednost delta funkcije tezi u beskair@ost.

9.4.1 Vanija svojstva

Neka vaZznija svojstva Diracove delta funkcije su:
5(—x) = 6(x)
5(cx) = %5()6) ,c>0
x6(x — x0) = x06(x — x0) (9.13)

Primijetite da iz zadnje jednakosti slijedd(x) = 0. Takater, vrijedi

f(x)8(x — x0) = f(x0)6(x — x0)

s(x>=c?) = i[a(x—c)+5(x+c)] ,e>0
2c
J 6(x — x1)6(x — x2)dx = 6(x1 — x2)
-1
d
U@ =Y <d—j: | ) 5 - a) (9.14)

gdje suq; jednostruke nule funkcijg (x).

9.5 Derivacijaé-funkcije: §'(x)

Derivaciju s-funkcije &' (x) definiramo relacijom

r F(6)8 (x)dx = — LX) (9.15)

o dx =0
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9.5.1 Vanija svojstva funkcije &'(x) i viSih derivacija

Navodimo neka vaznija svojstva derivacidunkcije.

&'(—x) = =6(x)
50(=) = (~1)'8(x)
x6" (x) = —ns" "V (x)

—0o0

9.6 é4-funkcija u tri dimenzije

r £(x)6® (x)dx = (~1)"

d" f(x)
dxn

Definicija Diracoves-funkcije u 3D sléna onoj u 1D

r FOS(r = r0)dr = £(ro)

gdje jes-funkcija u kartezijevim koordinatama jednaka

xX=

0

8(r —ro) = 8(x — x0)8(y — ¥0)6(z — z0)

9.7 é4-funkcija u sfernim koordinatama (r, 9, ¢)

U sfernom sustavu koordinasafunkcija ima oblik

o(r —rp) =
( 0) r2sing

= %5(r — r0)8(cosh — cosho)5(¢p — o)
r

9.8 Laplace funkcijel/r

Za fiziku je osobito znéajna relacija koja povezuje Laplaceov operatéifiinkciju

)
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8(r —ro)6(0 — 00)6(¢ — o)

(9.16)

(9.17)
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10 Krivuljni integrali. Cirkulacija vektorskog polja. Sto kesov teorem

10.1 Definicija krivuljnog integrala
10.1.1 Orijentacija krivulje

Za krivuljne integrale podiije integracije je jednostavna, glatka krivulja (Jordahdy) ili po dijelovima
glatka krivulja koja je zadana nekom parametrizacijom jédtirana krivulja ili dio krivulje kojoj znamo
pocetnu A i konatnu ta&ku B nazivamoputom. Poveanjem vrijednosti parametra krivulje, prolazimo
koordinatama svake ¢tie puta izmdu A i B. Iz tog se razloga krivuljni integrali fonazivaju i integrali
duz puta ili po putu.

10.1.2 Krivuljni integrali prve vrste

Krivuljni integrali po putuy prve vrste su oblika
J Yds, J ads (10.1)
14 14

gdje je¥ (r) skalarno ia(r) vektorsko polje. Element duljine lukés krivulje y je

ds = ||dr|| = \/(x’)2 + ()% + (2)du (10.2)
gdje jeu parametar, & (u) = x (u) e, + y (u) €, + z (u) ; glatka parametrizacija krivulje.

Napomena 10 Vektor infinitezimalnog pomaka obifjava se Cesto i kadl, odnosnods = ||dl||.

10.1.3 Kirivuljni integrali druge vrste

Integrali druge vrste definirani su izrazima
J Ydr, J a-dr, J axdr (10.3)
14 14 14

Promotrimo drugi od integrala u (10.3). Butazdijelimo naN dijelova Xo X1, X1X>, ..., Xy_1 X n gdje
SuXp, X1, ..., Xy tocke na krivuljiy. Odsj&€ak putaX,_,1.X, aproksimiramo vektoromr, =r, —r,_1,
gdje sur, i r,_1 vektori polozaja tdakaX, i X, 1. Neka t&€ki X na odsjéku putaX,_1X, odgovara

vektor polozaj&t,. Formiramo sumu:
N

Za(@,) - Ar, (10.4)

p=1

ZaN — oo imamo || Ar, || = As, — 0 te ako limes gornje sume postoji, onda ga nazivamo kriiraljn
integralom po puty i obiljezavamo

J a-dr (10.5)
14

10.1.4 Cirkulacija vektorskog polja

Za zatvorenu krivuljuC krivuljni integral (10.5) nazivamo cirkulacijom vektorsf poljaa (r) i ozna€avamo

CJE a-dr (10.6)
C
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10.1.5 Oirijentacija plohe i rubne krivulje

Promatamo dio plohe ili cijelu ploha Ciji je rub krivulja C. Pretpostavimo da je projekcija krivul{@
naxy ravninu, na primjer, po dijelovima glatka, zatvorena kljay. Neka je krivuljay rub podri&ja D
u xy-ravnini. Kazemo da je pozitivho orijentiranaako je smjer obilaska pp takav da jeD uvijek s
lijeve strane. Ako je smjer obilaZzenja suprotan, tada gatieno orijentirana.

Krivulju C orijentiramo tako da se smjer obilaska podudara s pozitivodjentacijom zg. Neka
je normalan u po volji odabranoj toki plohes takva da s vrha vektonavidimo da je smjer obilazenja
po C suprotan gibanju kazaljki na satu. Onda kazemo dais@ koherentno orijenitrane

10.2 Stokesov teorem

Neka jec po dijelovima glatka ploha i neka je rub zapo dijelovima glatka, jednostavna zatvorena
krivulja C. Ploha i krivulja su koherentno orijentirane. Ako je paljér) klaseC* u okolini plohesS tada
vrijedi Stokesova formula:

(Vxa)-ndS=¢ a-d (10.7)
) )

10.2.1 Stokesov teorem za skalarno polje

Pomcau (10.7) moZe se izvesti identitet

J (n x VP)dS = (J; Ydl (10.8)
o C
gdje je¥ (r) skalarno polje klas€™?.

10.2.2 Greenov teorem

Greenov teorem je, ustvari, Stokesov teorem primijenjepadritje u xy-ravnini. Pretpostavimo da
krivulja C omeduje jednostavno povezano podeuD u ravnini i neka su funkcijeP (x,y) i O (x,y)
klaseC®. Tada vrijedi formula:

(Jg (Pdx + Qdy) = J (@ - G_P) dxdy (10.9)
c p \0dx 0dy

10.3 Teorem o konzervativnim poljima

Vektorsko poljea(r) koje ima neprekidne parcijalne derivacije u jednostavoeeganom poditju R je
konzervativno (potencijalno, bezvrtlozno) ako i samo akjede slijedée tvrdnje:

i. Integral
B
J a-dl (10.10)
A
po bilo kojem putu uR od tatke A do B ima jednaku vrijednost, odnosno, ne ovisi o putu integra-
cije. Tada je:
<J; a-dl=0 (10.12)
C

gdje jeC bilo koja zatvorena krivulja WR.

ii. Postoji funkcija polozajab (r) takva da jea = —V®. Funkcija® odratena je do na konstantu.
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iii. Vrijedi
Vxa=0 (10.12)

iv. Izraza- dl je egzaktan diferencijal.
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11 Placsniintegrali. Tok vektorskog polja

11.1 Plohau prostoru

Skup S c R? naziva se regularnom ili glatkom plohom ako svakékto skupaS ima okolinu usS
koja je difeomorfna nekom otvorenom skupuRd. Drugim rijetima, postoji preslikavanj& koje je
difeomorfizam s okoline na otvoreni skugip znd&i da suF i F~* bijekcije klaseC!. Promatratemo,
takader, plohe koje su po dijelovima glatke, odnosno, sastofdendnog broja glatkih ploha.

11.2 PI&ni integrali prve vrste

Zadano je skalarno polj@ (r) i vektorsko poljeA (r). Za pldgne integrale poddje integracije je cijela
ploha ili dio plohes, a razlikovattemo pl&ne integrale prve i druge vrste. Primjeri §ihih integrala
prve vrste koji se koriste u fizici su oblika

J ®dS, J AdS (11.1)

11.2.1 Definicija

Definirattemo prvi od pl&nih integrala u (11.1). Razdijelimo ploawnaN dijelovaAcy, k =1,2,..., N
Cija je poviinaAsS, i koji se nalaze na polozajimg. Formiramo sumu:

N
D ®(ri) ASk (11.2)
k=1

Za N — oo povisineAsS; — 0 pa ako limes gornje sume postoji, nazivamo g&pim integralom
J @dS (11.3)

gdje jedsS element povsine.

11.3 PIa&ni integrali druge vrste

Plosni integali druge vrste koji séesto koriste u fizici su oblika
J ®dS, J A-dS, J A x dS (11.4)

gdje jedS vektor elementa pogine
dS=ndS (11.5)

Vektorn je jedinicni vektor normale. Ako se radizatvorenoj plohj na primjer o sferi, vekton usmjeren

je prema var§tini podri€ja kojeg ploha omauje. Ukoliko jeploha otvorena na primjer stozasta ploha
bez baze, tada rubom plohe obilazimo tako da plokeZi s lijeve strane, a smjer normale se podudara s
napredovanjem desnog vijka, kat je obj&njeno u odjeljku 10.1.5. Na Slici 11.1 rub plohe je krivulja
C.

11.3.1 Definicija

Definirat ¢emo drugi od plénih integrala u (11.4). Razdijelimo plohtna N dijelova Acy, k =
1,2 ..., N Cija je povBinaASy i koji se nalaze na polozajimg,. Jedintni vektori normale na su
n,. Formiramo sumu:

N
DAL - neAS, (11.6)
k=1
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Slika 11.1

ZaN — 00,AS; — 0 pa ako limes gornje sume postoji, hazivamo g&mpilm integralom
J A -ndsS (11.7)

Ovakav se tip integrala u fizici naziva tok ili fluks polakroz plohue.

Napomena 11 Ukoliko je ploha po kojoj se integrira zatvorena, ponekadptssni integrali (11.3) i
(11.7) oznacavaju i kao

<JE @dS, ﬂE A-dS (11.8)

11.4 Element povBine i vektor normale

Ratunanje elementa pdsine i vektora normale ovisi o tome kakvom je jednadzbormamacploha.
11.4.1 Parametarske jednaibe plohe
Neka je plohas zadana jednadZzbama u parametarskom obliku

r=r(uv) (11.9)

gdje su ¢, v) parametri. Element poSine je

ds = ﬂ><ﬂ
ou Ov

dudv (11.10)

Ozn&imo li krater, = or /ou i r,, = ar /dv jediniCni vektor normale u ttki nac glasi

Fu XTIy

ST (11.11)
Primjer: sfera Parametarske jednadzbe sfere polumjegtase
x (0, ¢) = asinfcosgp, y(0,9)=asindsing, z(0,¢)=acosh (11.12)
Vektor normale je
n=e (11.13)
a element poine
dS = a?sinfdod¢ (11.14)
Tok poljaA kroz sferu je
<J;A - dS:Jjﬂ dep E dosing A, (11.15)
o

gdje jeA, = A, (r, 0, @) radijalna komponenta vektorskog polja.
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11.4.2 Ploha zadana implicitnom jednadbom

Pretpostavimo da je ploha zadana jednadzbom
F(x,y.2) =0 (11.16)

Zelimo li izraziti element pow&ine plohe pomau projekcije naxy ravninu, tada je

IVF]
ds = dxdy 11.17
|02 F| ( )
dok je normala
VF
n= 11.18
IVF] ( )
11.4.3 Ploha zadana eksplicithom jednatbom
Ako je ploha zadana jednadZzbom
z=f(x) (11.19)

za parametre uzimama,(v) — (x, y). Jednadzba plohe ima oblik
r=xec+ye,+ f(xv) e (11.20)

pa koristimo formule za parametarski zadanu plohu (11.91-1(1). Na primjer, element pdsine

(11.10) je
2 2
d5=¢1+(ﬁ) (L) (1121
ox dy
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12 Teorem o divergenciji. Srodni teoremi

Neka je podrgje R omedeno plohoms, a normalan na plohus usmjerena je prema vatini za R.
Plohac moze biti sastavljena od&@ odvojenih ploha. Ako j& (r) vektorsko polje klas€ naR i o,
tada vrijediteorem o divergenciji

J V-AdV = <J> A-ndS (12.1)
R

Poma@u teorema o divergenciji, mogu se izvesti sljgideorisni teoremi i identiteti za skalarna polja
@ (r), ¥ (r) te vektorsko poljéA (r) klaseC! naRi o.

Teorem o gradijentu )
J VodV = ¢ ®ndS (12.2)
R J

[

Teorem o rotaciji

J V x AdV = O n x AdS (12.3)
R

Prvi Greenov identitet (Greenov teorem)

o

J (PVY + VD - V¥)dV = <J> OVY - ndS (12.4)
R

Drugi Greenov identitet

J (PV2Y — YV2D)dV = <JE (PVY — PV®D) - ndS (12.5)
R o
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13 Tenzorski ratun
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IV PRILOZI

14 \ektori

14.1 Vektorski i skalarni produkt
Tekst

14.2 Vazniji vektorski identiteti
Tekst

44



LITERATURA

Riley K. F., Hobson M. P.Mathematical Methods for Physics and Engeneerrgl. ed., Cambridge
University Press, Cambridge, 2006.

Arfken G. B., Weber H. J., Harris F. BVJathematical methods for physicists: A Comprehensive &uid
7th ed., Academic Press, London, 2012.

Kurepa S.Matematitka analiza IlITehntka knjiga, Zagreb, 1989.

Protter M. H., Morrey C. B.A First Course in Real Analysi£nd ed., Springer-Verlag, New York,
1991.

Protter M. H., Morrey C. B.Intermediate Calculu2nd ed., Springer-Verlag, New York, 1985.
Dineen S.Multivariate Calculus and Geometr@rd ed., Springer-Verlag, London, 2014.

Tapp K.,Differential Geometry of Curves and Surfac8pringer International Publishing, 2016.

45



