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Ova zbirka sadrzi zadatke Kkoji su tijekom godina dani na vjezbama, domaé¢im zadacama,
kolokvijima 1 pismenim ispitima iz kolegija Matematicke metode fizike 1. Zbirku ¢u
nadopunjavati novim zadacima, a u planu su i rjeSenja/upute za jedan dio zadataka.

Matematicke metode fizike I logi¢an su nastavak nekoliko kolegija iz matematicke analize
1 linearne algebre na prvoj godini studija fizike. Temelji kolegija nalaze se u poopc¢enju pojma
integrala i derivacije na vise dimenzija. Posebno vazno gradivo ¢ine krivocrtni koordinatni
sustavi i vektorska analiza koji su *’utkani *” u klasi¢nu mehaniku i elektrodinamiku. Tenzorska
analiza je, na primjer, podloga za op¢u teoriju relativnosti.

Iako se ¢esto govori o tome da fiziar treba nauc¢iti matematiku **usput’’, sustavan pristup
ucenju koje osiguravaju kolegiji iz matematickih metoda, sigurno ¢e olaksSati studentu
savladavanje gradiva i iz matematike, a nakon toga i iz fizike. Pazljivo odabrani zadaci
razvrstani po poglavljima ¢e, vjerujem, doprinijeti da se taj cilj jo§ bezbolnije i brze ostvari.

Velimir Labinac
Sveuciliste u Rijeci, Fakultet za fiziku
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1 Neprekinutost i limes. Parcijalne derivacije i diferencijali prvog reda

Zadatak 1.1 Nadite f(x, y) ako je f(x +y, X —y) = xy + 2.
Zadatak 1.2 Neka je z = xf(y/x). Odredite funkcije fiz ako jez = (1 +y?)"?zax = 1.
Zadatak 1.3 Izradunajte z = (X, y) ako je
o X
oy x*+y?
Zadatak 1.4 Nadite podrucja egzistencije funkcija:

(@) z = [sin (x? + yA)]?
(b) u=1In (xyz)

Zadatak 1.5 Nadite nivo-linije ili nivo-plohe ovih funkcija:
(a) 7= yX—1/2

(b) z = ([x* + y?*?)

C)u=x2+y?+ 22

Zadatak 1.6 Funkcija z = f(X, y) definirana je na sljede¢i na¢in: zadana je proizvoljna i fiksna duzina AB
u ravnini xy. Ako je P = (x, y) to¢ka u ravnini xy, vrijednost funkcije f u to¢ki P je kut pod kojim se vidi duZina
AB. Nadite nivo-krivulje funkcije f.

Zadatak 1.7 Nadite ove limese funkcija:
; 22
(@ tm Y (b) lim ==L
x>0 X x—=0 x° + y
y—2 y—0
Zadatak 1.8 Nadite parcijalne derivacije funkcija:
(a) z = exp[sin(y/x)]
(b) u = (xy)*
Zadatak 1.9 Pokazite da funkcija
22xy2 czaxi+y? £0
f(X,y)=9x"+y
0, zax=y=0

ima parcijalne derivacije f'«(X, y) i f'y(X, ¥) u to¢ki (0, 0), premda je prekinuta u toj tocki. Konstruirajte geometrijsku
sliku te funkcije u blizini tocke (0, 0).

Zadatak 1.10 Za funkciju f(x, y) = x% nadite totalni prirast to¢no i aproksimativno u to¢ki (1, 2) te ih
usporedite ako je

@Ax=1;Ay=2

(b) Ax=0,1; Ay =0,2

Zadatak 1.11 Zatvoreni sanduk kojemu su vanjske dimenzije 10 cm, 8 cm i 6 cm napravljen je iz $perploca
debljine 2 mm. Odredite priblizno volumen materijala utroSenog za izradu sanduka.

Zadatak 1.12 Jedna je stranica pravokutnka a =10 cm, a druga b = 24 cm. Kako ¢e se promijeniti dijagonala
| pravokutnika ako stranicu a produljimo za 4 mm, a stranicu b skratimo za 1 mm? Nadite pribliznu promjenu i
usporedite je s toénom.



MATEMATICKE METODE FIZIKE | - ZBIRKA ZADATAKA

Sveuciliste u Rijeci, Fakultet za fiziku

2 Diferenciranje slozenih funkcija. Derivacija funkcije u zadanom smjeru

Zadatak 2.1 Uvjerite se da su navedeni izrazi totalni diferencijali funkcije i nadite tu funkciju
integracijom:

(@) ydx+ xdy

(b) x+y+2)dx+(X+2y+2)dy+(X+Yy+2z)dz

Zadatak 2.2 Uvjerite se da je df = y'dx — xy2dy totalni diferencijal te nadite f.
Zadatak 2.3 Zadane su projekcije sile na koordinatne osi:
oy _AX
(x+ y)2 CY (x+ y)2 ’

gdje je A konstantna veli¢ina. Kakav mora biti koeficijent A da sila ima potencijal?

Zadatak 2.4 Nadite funkciju u ako je f(z) neprekinuta i vrijedi
du = f (xy)(ydx + xdy) .

Zadatak 2.5 (a) Izracunajte 0z/0u i 0z/ov ako je z = arctg(x/y), gdje je x =u sin v, y = u cos v.
(b) Pokazite da funkcija w = f(u, v), gdje je u = x + at, v = y + bt zadovoljava jednadzbu

oW _Ow , ow

—=a—+b—

ot OX oy
Zadatak 2.6 Pokazite da funkcija z = z(X, y) definirana izrazom

X+y+z=Ff(x*+y>+27%)
gdje je f diferencijabilna funkcija, zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

oz oz
—2)—+(z-X)—=x-
(y-2) ax (z-x) - y
Uputa: diferencirajte obje strane definicijske jednadZzbe po X i poy.

Zadatak 2.7 Pokazite da funkcija z(X, y) koja je odredena jednadZbom
F(x—az,y—hz)=0

gdje je F po volji odabrana diferencijabilna funkcija svojih argumenata, zadovoljava jednadzbu

a a +b a_ 1
ox oy
Zadatak 2.8 Pokazite da je
oz 0z
X—+y—=2
ox "oy
ako je
z=In(x"+xy+y?) .
Zadatak 2.9 Ako je u = g(x2 +y?) i ¢ diferencijabilna funkcija, pokazite da je
ou _ou
y—-x—=0
OX oy
Zadatak 2.10 Pod pretpostavkom da je funkcija ¢ diferencijabilna pokazite da vrijedi
ou ou
X——-y—=X
OX oy

ako je u=x+ ¢(xy).



2 DIFERENCIRANJE SLOZENIH FUNKCIJA. DERIVACIJA FUNKCIJE U ZADANOM SMIJERU

Zadatak 2.11 Neka je f funkcijaod X1, X2, ..., Xn,ytey=g(x1, ..., Xn) takva funkcija da je
f (X X001 X0 G (X0 X0 %, )) = O
Nadite Dig, i=1, 2, ..., n, gdje Di oznacava parcijalnu derivaciju po i-toj varijabli. Na primjer, D, g = g/0xz .

Zadatak 2.12 Dokarzite sljedecu tvrdnju: ako funkcija z = w(X, y) zadovoljava jednadzbu
f(u(xy.2),v(xy.2))=0 (¥

onda je
oz Df-Du+D,f-Dyv
oy D,f-Du+D,f-Dy

gdje Dj oznacava parcijalnu derivaciju po i-toj varijabli. Na primjer, D.f = of / ov.

Uputa: diferencirajte definicijsku jednadzbu (*) po y.

Zadatak 2.13 (a) Funkcija F(x, y, z) naziva se homogenom funkcijom reda n (po varijablama x, y, z) ako je
F(Ax, 4y, 4z) = 2"F(X, Y, z). Pokazite da za takvu funkciju vrijedi Eulerov teorem za homogene funkcije
oF oF _oF
X—+Yy—+2—=nF
OX oy oz

(b) Zadana je funkcija f = x2y + z%In y. Po kojim je varijablama homogena i kojeg reda?

Zadatak 2.14 Dva broda isplove istovremeno iz luke A, jedan na sjever, a drugi na sjeveroistok. Brzina
brodova je 20 km-h™! i 40 km-h!. Kojom brzinom raste njihova medusobna udaljenost?

Zadatak 2.15 Stranica pravokutnika, podetne duljine Xo = 20 m produzuje se brzinom od 5 m-s™!, a druga
stranica poc¢etne duljine Yo = 30 m, skra¢uje se brzinom 4 m-s!. Kojom brzinom se mijenja opseg i povrsina
pravokutnika u t = 0?

Zadatak 2.16 Nadite vrijednost najstrmijeg uspona plohe z = X + 4y? u to¢ki (2, 1, 8).

Zadatak 2.17 Nadite derivaciju funkcije u(x, y, z) = xy + yz + zx u tocki M(2, 1, 3) u smjeru od te tocke
prema tocki N(5, 5, 15).

Zadatak 2.18 Pokazite da je derivacija funkcije z = y?/x izradunata u nekoj tocki elipse 2x? + y? = C? duz
normale na elipsu jednaka nuli.

Zadatak 2.19 Nadite derivaciju funkcije z = x? — xy — 2y? u tocki P(1, 2) u smjeru koji s osi x zatvara kut
od 60°.
Zadatak 2.20 Nadite derivaciju funkcije z = In[(X? + y?)¥?] u to¢ki (1, 1) u smjeru simetrale prvog kvadranta.
Zadatak 2.21 Zadana je jednadzba
2X6_u + ya—u =2u
OX oy

Pokazite da je
u=xg(xy)
gdje funkcija ¢(x, y) ima oblik

#(x,y) = ¢[i]
y

Zadatak 2.22 Pokazite da jednadzba
o’u ou
EC
uvodenjem novih varijabli
E=x-t
n=x+t
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prelazi u jednadzbu
2
ou +lu =0
oéon 4
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3 Parcijalne derivacije i diferencijali viSih redova. Taylorova formula

3

Zadatak 3.1 () Izracunajte ou ako je u = x2y#z.
oxoyoz
2 2
(b) Pokazite da je 22 =92 akojez=x.
OX0y  OyoX
Zadatak 3.2 Izradunajte Zyy ako je
z =sin(xy) .
Zadatak 3.3 Pokazite da funkcija

1 . {_(X_XO)ZJF()’—YO)ZJF(Z—ZO)Z
3 2
( 2a\/;\/f) 4a“t
gdje su Xo, Yo, Zo, a konstante zadovoljava jednadZzbu vodenja topline
au [62u o%u azuj
—=a| —t+—+—|.

u(x,y,z,t)=

ot ox?  oy?  or?
Zadatak 3.4 (a) Nadite d?z ako je z = 9.
(b) Nadite d?z ako je z = f(u, v), gdje je u = ax, v = by.
Zadatak 3.5 Nadite dz i d’z ako je
z=w,gdjejeu=xy?t v=xy.
Zadatak 3.6 Funkcija y = y(X) zadana je implicitno jednadzbom
Inyx2 +y? = aarctgY
X

gdje je a konstanta, a = 0. Nadite dy/dx i d?y/dx.

Zadatak 3.7 Diferencijabilne funkcije y = y(xX) i z = z(X) zadane su implicitno sustavom jednadzbi
X% + y2 -72=0
X2 +2y*+322 =4

Nadite dy/dx, dz/dx, d?y/dx? i d?z/dx? u tocki x =1,y =0,z =1.

Zadatak 3.8 Razvijte po Maclaurinovoj formuli do ukljucivo ¢lanova 3. reda funkciju
f(x,y)=e"siny

Zadatak 3.9 Razvijte funkciju po Maclaurinovoj formuli do ukljucivo ¢lanova 2. reda
f(x,y)=e"cosy

Zadatak 3.10 Razvijte po Maclaurinovoj formuli do ukljucivo ¢lanova 3. reda funkciju
f(x,y)=xe’.

Zadatak 3.11 Zadana je funkcija
f(xy)=e"

Razvijte f(x,y) u Maclaurinov red u okolini tocke (0, 0) do ukljucivo ¢lanova drugog reda.

Zadatak 3.12 Razvijte f(x + h, y + k, z + I) po cijelim pozitivnim potencijama od h, k i | ako je
f(X,V,2) =x* +y?+2° —2xy —2x2 - 2yz



3 PARCIJALNE DERIVACIJE | DIFERENCIJALI VISIH REDOVA. TAYLOROVA FORMULA

Zadatak 3.13 Razvijte f(x + h, y + k) po cijelim pozitivnim potencijama od h i k ako je
f(x,y) = ax? + 2bxy +cy?

Zadatak 3.14 Izvedite priblizne formule s tocnosti do ¢lanova drugog reda s obzirom na veli¢ine «, f za
izraz
l+a
arctg ——
1-p
akosu |qf, |A << 1.

Zadatak 3.15 Funkciju f(x, y, z) = X2 + y? + 22 + 2xy — yz — 4x — 3y — 2 + 4 razvijte po Taylorovoj formuli u
okolini tocke (1, 1, 1).

Zadatak 3.16 Razvijte po Taylorovoj formuli u okolini tocke (1, 1) do uklju¢ivo ¢lanova drugog reda
funkciju

f(x,y)=y"
Zadatak 3.17 Funkcija z = f(x, y) definirana je jednadzbom

2’ -2xz+y=0

pri ¢emu je je f(1,1) = 1. Napisite Taylorov red za f do ¢lanova drugog reda oko tocke (1,1).
Zadatak 3.18 Primjenom Taylorove formule do ¢lanova drugog reda izraunajte priblizno izraz (0,95)2%.

Zadatak 3.19 Primjenom Taylorove formule do ¢lanova drugog reda priblizno izratunajte 1,04202,
Uputa: razvijte funkciju f(x, y) = y* u Taylorov red oko tocke (2, 1).

Zadatak 3.20 IzraCunajte priblizno
a= (1, 03)3,001

Uputa: promatrajte funkciju f (x, y) = ¥¥ i tocku (1, 3) te raunajte Taylorov polinom za f do uklju¢ivo ¢lanova
prvog reda.

Zadatak 3.21 Razvijte funkciju
f(xy) = In(eX + y)

u Taylorov red oko tocke Xo = 1 i Yo = 0 do ¢lanova drugog reda.

Zadatak 3.22 Nadite razvoj u red po potencijalama od X — 1 i y — 1 za implicitno zadanu funkciju z = z(x,

y)
Z+yz—xy*—x*=0
do ukljuéivo ¢lanova drugog reda. U tocki (1,1) je oéito z(1, 1) = 1.

Zadatak 3.23 Nadite razvoj funkcije
f(xy)=In(1+x+y)
u polinom drugog reda oko tocke (0,0) upotrijebivsi Maclaurinovu formulu.

Zadatak 3.24 Funkciju f(x, y) = In (1 + x + 2y) razvijte po Taylorovoj formuli u okolini to¢ke (2, 1) do
¢lanova drugog reda.
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4 Ekstremi funkcija viSe varijabli

Zadatak 4.1 Ispitajte narav stacionarnih to¢aka sljedeéih funkcija:
(@ z=(x-1)2+2y?
(b) 2= (X* — 2y?)exp(x - y)

Zadatak 4.2 Nadite ekstreme funkcije
z= (x—2)2 +2(y-12.

Zadatak 4.3 Nadite stacionarne tocke funkcije
f(Xy)=2x"—xy—3y*-3x+7y
i ispitajte koje od njih su tocke ekstrema.

Zadatak 4.4 Ispitajte ekstreme sljede¢ih funkcija:
(@) z=x3*(6-x-Yy)pricemujex>0iy>0
@z=Q+x-y) (L +x2+y>)2

Zadatak 4.5 Nadite ekstreme funkcije z zadane implicitno
X2—y?—-3x+4y+22+2-8=0

Zadatak 4.6 Odredite najveéu i najmanju vrijednost funkcije z = x® + y2 — 3xy u podrugju 0 < x <2, -1<
y<2

Zadatak 4.7 Odredite najmanju i najvecu vrijednost funkcije z = x? — y2 u podrugju x? + y2 < 1.

Zadatak 4.8 Nadite uvjetne ekstreme sljedecih funkcija:

(@z=xy akojex+y=1
(b)u=xyz akojex+y+z=5ixy+yz+zx=8

Zadatak 4.9 Od svih kvadara jednakog volumena V nadite onaj kojemu je oplo$je najmanje.
Zadatak 4.10 Nadite kvadar koji uz zadano oplo§je S ima najveci volumen. Kolike su stranice tog kvadra i

volumen? Izrazite ih pomocu oplosja S.

Zadatak 4.11 Nadite kvadar najveceg obujma uz uvjet da je zadana duljina dijagonale kvadra.

Zadatak 4.12 Od svih trokuta zadanog opsega 2p nadite onaj koji ima najvecu povrsinu.

Zadatak 4.13 U zadanu kuglu polumjera R upisite valjak s najve¢im oplo§jem.

Zadatak 4.14 Prikazite pozitivan broj a u obliku produkta od Cetiri pozitivna faktora tako da njihov zbroj

bude najmaniji.

Zadatak 4.15 Prikazite pozitivan broj a kao sumu n brojeva tako da suma kvadrata tih brojeva bude
najmanja.
Zadatak 4.16 Odredite stranice trokuta tako da uz zadani opseg ima najvecu povrsinu.

Uputa: Heronova formula za povrSinu trokuta glasi

P :\/s(s—a)(s—b)(s—c)

gdje je s poluopseg trokuta s = (a + b + ¢)/2. Umjesto s P, smijete ratunati s P2.

Zadatak 4.17 Ako elektri¢nim strujnim krugom otpora R tece struja |, onda ¢e koli¢ina proizvedene topline
u jedinici vremena biti proporcionalna s 12R. Odredite kako treba razgranati struju | na struje 11, 12, I3 pomocu tri
vodica s pojedinac¢nim otporima R1 , Rz, R3 da oslobodena toplina bude najmanja?



4 EKSTREMI FUNKCUA VISE VARIJABLI

Zadatak 4.18 Tocke A i B nalaze se u razli¢itim homogenim opti¢kim sredstvima odijeljenim medusobno
ravninom. Brzina Sirenja svjetlosti u prvom sredstvu je vi , a u drugom v . lzvedite zakon loma svijetlosti (ili,
Snellov zakon).

Vi

V2

B

Uputa: Koristite Fermatov princip koji glasi: zraka svjetlosti Siri se po onom putu AMB kojeg ¢e prijeci U
najkra¢em vremenu, 0odnosno, po putanji za koju je integral
B

tzlj.n(s)ds
c

A
minimalan.

Zadatak 4.19 Korita dvaju rijeka (u granicama nekog podru¢ja) priblizno predstavljaju parabolu y = x? i
pravac X —y — 2 = 0. Treba spojiti obje rijeke ravnim kanalom najmanje duljine. Kojim tockama treba provesti
kanal? Kolika je duljina kanala?

Uputa: minimizirajte kvadrat duljine (x — u)? + (y — v)? uz uvjet da su (x, y) koordinate totke na paraboli, a (U, V)
koordinate tocke na pravcu.

Zadatak 4.20 (a) Neka su p, g > 1 takvi da p™t + g~! = 1. Dokazite da za X, y funkcija f
f(xy)=Tx 41y
p q

uz uvjet xy = 1, ima minimum 1.
(b) Iskoristite (a) te pomocu jednakosti
a b

Y (@)

dokazite nejednakost

ab < ia'°+1bq
p q

(c) Dokazite Holderovu nejednakost

n n 1/p n 1/q
s -(5] (5%

ako su aj, bi, i =1, 2,..., n nenegativni realni brojevi, koriste¢i (b) i sljedece izraze
a b,
T Up ' P 19
i=1 i=1
Zadatak 4.21 U prostoru su zadane koordinate (xi, Yi, zi) za N to¢aka, Aj, i =1, 2, ..., N. Nadite koordinate

tocke X za koju je suma kvadrata udaljenosti od X do svake tocke Ai , minimalna.

Zadatak 4.22 (a) Dokazite da funkcija

f(x,y,2) = xX’y*z?
uz uvjet

XX +y?+2° =1
ima maksimum (1/3)3.
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(b) Pomocu (a) izvedite nejednakost

(abc)"® < a+_b+c’ a,b,c>0

(c) Generalizirajte rezultat pod (b) i pokaZite

(aa,..a )" sw, a,a,,.,a, >0

Zadatak 4.23 (a) Neka su zadane funkcije f ig
f:R>R

g:R" >R
Pretpostavimo da funkcija g ima ekstrem u tocki

Xo = (%101 X201+ Xn0)
Pokazite da kompozicija funkcija
h=fog

h(X, Xg, ey Xy ) = f (g(xl,xz,...,xn))
ima takoder ekstrem u Xo ako Yo = g(Xo) nije stacionarna tocka za funkciju f. Pretpostavite da derivacije funkcija f
i g do ukljuéivo drugog reda postoje i konacéne su.
(b) Iskoristite (a) i maksimizirajte izraz

(22

Zn:xf =1,
i=1

i pri tom pretpostavite da je ax = 0 bar za jedno k. Pokazite da vrijedi

za Xi i aj koji zadovoljavaju gornje uvjete.
Uputa: pod (a) pokaZite da je Xo stacionarna tocka za h i da je izraz

1 Z“:Z“: o%h

Ah=—= AXAX;

j
243 j=1 XX

sigurno vedi (ili manji) od nule ako parcijalne derivacije ra¢unamo u tocki Xo .

uz uvjet

Zadatak 4.24 Pomoc¢u minimuma funkcije

1 n
f(xl,xz,...,xn):Eink
i=1

Cije varijable zadovoljavaju uvjet
D% =c=konst.
i=1

dokazite nejednakost

n k
1 xi"z[EZXi), k>1x >0

n =

Zadatak 4.25 Neka su a, b, ¢ > 0. Ako su x, y, z> 0 te vrijedi
ayz +bzx+cxy =3abc  (**)

onda je
Xyz < abc

Uputa: potraZite stacionarne to¢ke funkcije f(X, y, z) = Xyz uz uvjet (**). Provjerite da li se radi 0 maksimumu tako
da u f(x, y, z) uvrstite neku drugu pogodnu tocku koja zadovoljava uvjet (¥*).

Zadatak 4.26 U elipsoid



4 EKSTREMI FUNKCUA VISE VARIJABLI

X2
a2

2 2
y .z _
+t5+—5=1

Q
o
o

upisite kvadar naveceg obujma.
Uputa: primijetite da su stranice kvadra jednake 2x, 2y i 2z, gdje su X, y, z pozitivni brojevi koji zadovoljavaju
jednadzbu elipsoida.

Zadatak 4.27 Na elipsoidu x%/96 +y2 + z2 = 1 pronadite to¢ku koja je najmanje (najvise) udaljena od ravnine
3x + 4y + 127 = 288.

Uputa: smijete koristiti kvadrat udaljenosti izmedu tocaka jer ¢e imati isti ekstrem kao i udaljenost izmedu tocaka.
Primijetite, u ovom zadatku imate ukupno 6 varijabli i dvije jednadZzbe veze.

Zadatak 4.28 Temperatura tocke (X, Y, Z) na jedini¢noj sferi dana je jednadzbom
T(XY,z)=1+Xxy+yz

Upotrebom metode Lagrangeovih mnozitelja, nadite temperaturu najtoplije tocke na sferi.

Zadatak 4.29 Sator ima oblik cilindra sa stocem na vrhu kako je prikazano na slici. Zelimo napraviti $ator
zadanog volumena V s minimalnom koli¢inom materijala, odnosno, minimalnom povr§inom tkanine pri tom ne
uzimajuéi u obzir baze cilindra i sto§ca. Pokazite da u tom slu¢aju polumjer cilindra R, visina cilindra H i visina
stosca h moraju zadovoljavati relacije

2 2
Uputa: povrsina stosca glasi Rz(h? + R%)Y2, a volumen stosca (1/3)R?zh.

Zadatak 4.30 U polusferu polumjera R
X*+y*+2°=R% 120
upisite kvadar najveceg volumena.
Uputa: primijetite da su stranice kvadra jednake 2x, 2y i z, gdje su x, y, z pozitivni brojevi koji zadovoljavaju
jednadzbu polusfere.

Zadatak 4.31 Zadana je funkcija f (x, y) klase C% na U = R2. Pretpostavimo da je u tocki T(Xo, Yo) minimum.
Pokazite da su svojstvene vrijednosti matrice Hessiana u tocki T strogo pozitivne.

Zadatak 4.32 U trokutu ABC (unutar ili na stranicama trokuta) ¢iji su vrhovi A(0, 0), B(1, 0) i C(0, 1)

nadite koordinate tocke T ¢iji je zbroj kvadrata udaljenosti od T do vrhova trokuta najveci.

10
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5 Dvostruki integrali

Zadatak 5.1 Izracunajte ove visestruke integrale:
2 1
(a) .[dyj (X +2y)dx
0 0
X

(mjmji?
1

1/x

Zadatak 5.2 (2) Izradunajte dvostruki integral
I xydxdy

)
ako je podrucje P omedeno s osi X i gornjom polukruznicom (X — 2)? +y2 =1,
(b) Izracunajte dvostruki integral

j ydxdy
b

ako je podrucje P omedeno s osi apscisa i svodom cikloide
X(t) = R(t —sint)

y(t) = R(1—cost)

zat € [0, 2x].

Zadatak 5.3 Izracunajte integral
I xdxdy
L X%+ y?

gdje je podrugje D omedeno parabolom y = x?/2 i pravcem y = X.
Zadatak 5.4 (a) Izracunajte dvostruki integral

2 2

X y
1-— —Z_—dxd
!V a? b? y

gdje je podru¢je P omedeno elipsom (x/a)? + (y/b)? = 1, upotrijebivsi koordinate (7, ¢) i transformacijske formule
X=ancos¢iy=hysing, gdjejen e[0,1],a¢ [0, 2x].
(b) Provedite promjenu varijabli u = x +y, v=x -y u integralu

1 1
Idxj f(x, y)dy
0 0

Zadatak 5.5 (a) Transformirajte integral

[

psx
jmjuxww
0 ax

uvodenjem novih varijabliu=x+y,uv=y,gdjeje0<a<pic>0.
(b) Prijelazom na polarne koordinate izracunajte dvostruki integral

_Haz —x* — y*dxdy
P
gdje je podrudje integracije P gornji polukrug polumjera a sa sredi$tem u ishodi$tu koordinatnog sustava.

Zadatak 5.6 Izracunajte dvostruki integral
| = Idxdy?/l— X —yix?y
R

ako je podruéje R definirano jednadzbama

11



5 DVOSTRUKI INTEGRALI

x>0,y>0,x*+y*<1
Uputa: prvi nacin je da svedete dvostruki integral na jednostruki binomni integral integracijom po X, a drugi da
promijenite varijable

X = Ullg COSZ/S v

y — Ull3 Sin213 v
Kako izgleda novo podruéje integracije u ravnini uv?

Zadatak 5.7 (a) Izracunajte povrsinu omedenu elipsom (y — X)? + x? = 1.
(b) Nadite povrsinu krivocrtnog Cetverokuta omedenog lukovima krivulja y2 = ax, y2 = bx, Xy = a, Xy = 8 pri ¢emu
je0<a<bia<p<O.

Zadatak 5.8 (a) Nadite volumen tijela, omedenog elipti¢kim paraboloidom z = 2x? + y? + 1, ravninom X +
y = 1 i koordinatnim ravninama.
(b) Nadite ukupan volumen unutar ¢unja 2(x? + y?) — z2 = 0 i hiperboloida x? + y> — 22 = —-a2.

Zadatak 5.9 Tijelo je omedeno hiperbolickim paraboloidom z = x> — y? i ravninamay =0,z =0, x = 1.
Izracunajte njegov volumen.

Zadatak 5.10 (a) Nadite povrSinu dijela ravnine x/a + y/b + z/c = 1 zatvorenog medu koordinatnim
ravninama.
(b) Nadite povrsinu plohe valjka y? = 4x izrezane kuglom x? + y? + z2 = 5x.

Zadatak 5.11 Izradunajte povrsinu plohe paraboloida y? + z2 = 2ax koja se nalazi izmedu valjka y? = ax i
ravnine x = a.
Zadatak 5.12 Nadite masu kruzne plohe polumjera R, ako je njezina gustoca proporcionalna udaljenosti

tocke od sredista i iznosi J na rubu ploce.

Zadatak 5.13 Izradunajte koordinate teZista lika omedenog parabolama y? = 4x + 4 i y? = —2x + 4.
Zadatak 5.14 Izragunajte moment tromosti trokuta omedenog pravcima X+ Yy =2, X =2,y = 2 s obzirom na
0S X.

Uputa: Moment tromosti plo$nih raspodjela mase obzirom na X os racuna se po formuli

L= p(x y)dxdy
P
Ako se radi 0 momentu tromosti geometrijskog lika, stavljamo o(x, y) = 1.

Zadatak 5.15 Izradunajte volumen podrudja odredenog nejednakostima 0 < x<1,0<y<1,x>+y>>1i0
<z < (X% +y?)3. Ploha z = (x? + y?)® prikazana je na slici.

1.0

Zadatak 5.16 Upotrijebite dvostruki integral te izracunajte obujam koji je omeden sljede¢im plohama: z =
0, X2 + y?2 = c? te plohom z[¢(x) + #(y)] = ad(x) + bé(y), gdje je ¢(x) proizvoljna pozitivna funkcijaa > 0ib > 0.
Uputa: rezultat kojeg trebate dobiti glasi

12



5 DVOSTRUKI INTEGRALI

=c’(a+h)
Zadatak 5.17 Izracunajte volumen podrudja na slici koje je omedeno plohamay =0,z=0,x+y =5/2 te
plohom
7= Q In (lj
2 \y

Uputa: ako je potrebno, koristite ¢injenicu da je limes funkeije xIn x kad X teZi u nulu, jednak nuli. Volumen je
jednak
25In2

= o0
Zadatak 5.18 Provijerite da je

1 1
dejdx y_X3=l
o 0 (X+Y) 2

1
IdXJ-dy(X+ y) T2

Zasto smo dobili razlicit rezultat pri zamjeni integriranja?

Zadatak 5.19 Torus je ploha koja nastaje vrthjom kruzZnice k oko pravca p koji je u ravnini te kruznice i s
njom nema zajednickih to¢aka. Neka je polumjer kruznice k jednak a i neka je udaljenost sredista kruznice k do
pravca p jednaka b (b > a). Upotrijebite polarne koordinate da nadete volumen torusa.

Uputa: primijetite da je volumen cijevi koju dobijemo vrtnjom njenog popreé¢nog presjeka AS oko osi y priblizno

AV = 27X AS
ako je AS mala povrsina.
y
e
AS a
Zadatak 5.20 Izraunajte volumen dijela prostora koji je omeden paraboloidom z = 3 — x2 — y? i ravninom

z=0.

13
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Uputa: koristite polarne koordinate.
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6 Trostruki integrali

Zadatak 6.1 Izracunajte ove trostruke integrale:
101 1
dz
@ Jorfoy] —=
5 5 0 \/x+y+z+1

1 1-x 1
(b) j dxj dy
0 0

—x—y
'([ xyz dz

Zadatak 6.2 Izradunajte trostruke integrale:

dv
& -[(x+ y+z+1)°

P
gdje je P podrudje integracije omedeno koordinatnim ravninama i ravninom X +y +zZ = 1;
(b) jzdv
P
ako je podrugje P omedeno ravninom z = 0 i gornjom polovinom elipsoida
X2 y? 22
—2 + —2 + —2 = 1
a® b° ¢
Zadatak 6.3 (a) Izracunajte integral
I zdVv
P

gdje je podrugje P omedeno ¢unjom z2 = (h/R)(x? + y?) i ravninom z = h.
(b) Izracunajte

2 ox  a

Idx J. dyJ.z X2 +y2dz

0 0 0
transformiravsi ga najprije na cilindricke koordinate.

Zadatak 6.4 IzraCunajte integral
| = je*yz x’ydv
R

gdje je podru¢je R zadano s x >0,y > 1,z > 1i xyz <1 tako da uvedete nove varijable
_utv o _utviw

X=u, Yy ,
u u+v
Zadatak 6.5 Izradunajte volumen dijela valjka x? + y? = 2ax izvan paraboloida x? + y? = 2az i ravnine xOy.
Zadatak 6.6 Izradunajte volumen tijela omedenog kuglom x? + y? + 22 = 4 i paraboloidom x? + y? = 3z koje
lezi u unutrasnjosti paraboloida.
Zadatak 6.7 Nadite masu kvadra stranica a, b i ¢ ako se njegova gusto¢a mijenja kao
p(rN=x+y+z

Kvadar je smjesten u koordinatni sustav tako da jedan njegov vrh podudara s ishodiStem, a bridovi s koordinatnim
osima.

Zadatak 6.8 U tijelu polukugle x? + y? + 72 < a2, 7 > 0, gustoéa se mijenja proporcionalno udaljenosti tocke
od sredi$ta. Nadite teziSte tog tijela.

Zadatak 6.9 Nadite moment tromosti kruznog ¢unja visine h, polumjera baze a i gustoce /1, s obzirom na
promjer baze.

15



6 TROSTRUKI INTEGRALI

Zadatak 6.10 IzraCunajte
j 2%dv
p
gdje je P podrugje koje je zajednicko kuglama X2 +y? + 22 < R? i X2 + y? + 22 < 2Rz.

Zadatak 6.11 IzraCunajte
R m ¢R27X27y2
I dx I dy I (X2 +y?)dz
R R 0

transformiravsi ga prethodno na sferne koordinate.

Zadatak 6.12 Nadite moment tromosti kruznog valjka visine h i polumjera baze a, s obzirom na os koja je
ujedno promjer baze valjka.

Zadatak 6.13 Nadite volumen tijela omedenog plohama 2az = x? + y2, x> +y? —z2=a2,z=0.
Uputa: prijedite na polarne koordinate. Projekcija podrucja kojemu se trazi volumen na yz ravnini prikazana je na
crtezu.

y
Zadatak 6.14 Izradunajte volumen podru¢ja omedenog paraboloidom z = x? + y? i stoZastom plohom 7% =
Xy.
Zadatak 6.15 Izraunajte pomoc¢u trostrukog integrala volumen tijela omedenog plohama y? = 4a% — 3ax,

y2=axiz=xth.

16
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0.5}
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7 Razne metode izracuna integrala

Zadatak 7.1 (a) Pokazite da je

a

j f(x)dx =0

-a
ako je f(x) neparna funkcija.
(b) Izracunajte integral

a b
dej dysin’xsin(y’)
-a  -b

Zadatak 7.2 Izraéunajte integral

J- b in cx®
VaZ +x?
gdje su konstante a, b i ¢ vece od nule.

Zadatak 7.3 (a) Izradunajte volumen 4-dimenzionalne sfere polumjera a
ﬁ+é+é+ﬁ=¥
(b) Kako biste izra¢unali volumen n-dimenzionalne sfere polumjera a
n

Sa
i=1

Zadatak 7.4 IzraCunajte:

(a) j e dt
0

(b) J‘ e—au
0
Zadatak 7.5 IzraCunajte:

(a) J e~ *cos(Ax)dx
0
(b) J-e‘axcos(/‘tx)xdx

Zadatak 7.6 Izracunajte integrale:

@) J' sin(bx)dx
(b) J‘SII’IX

Zadatak 7.7 Primjenom diferenciranja po parametru izracunajte ovaj integral:

j'ln(l—azx )
0 X 2\1-x

dx,|ea|<1

18



7 RAZNE METODE IZRACUNA INTEGRALA

. ' R . _t2x2
(b) Nadite G'(x) ako je G(x) = j e dt.
0

Zadatak 7.8 Nadite F'(y) za funkciju
expy
F(y) = I V1+x3dx
siny
Zadatak 7.9 Diferenciranjem po parametru izraCunajte integral
72

| = I In(az—sinze)de, a>1

0

Zadatak 7.10 Pomo¢u diferenciranja po parametru, pokazite da je
7l2
In(1+mcos x 1 2
I(m)= I de = —Zarccos? (m)+ =
COS X 2 8

ako je —1 <m < 1. Smijete koristiti Bronstejna.

Zadatak 7.11 Izracunajte integral diferenciranjem po parametru
*Z arctan (« tan x
| (a) = j #dx
o tan x
Zadatak 7.12 Izracunajte ove neprave integrale
@) j i, a>0,450
(b) J' arctan(ax)
X(L+ x?)
Zadatak 7.13 Ispitajte konvergenciju sljedecih nepravih integrala:

(a) Iln X%+ y?dxdy
p
gdje je P podrugje odredeno nejednadzbom x? + y? < 1.
dxd
0) [ —=

P \]3 (x- Y)Z

gdje je P kvadrat x| <1, |y| < 1.

Zadatak 7.14 (a) Izracunajte integral

hk)= I1+ke

gdje je diferencijal prostornog kuta dQ =sin 6dod¢ (01 ¢ su kutovi kod sfernih koordinata), k je valni vektor, a e,
jedini¢ni vektor u smjeru porasta koordinate r (odnosno, vektor normale na jedini¢nu sfere)
e, =sindcospe, +singsinge, +cosde,

Podrucje P je cijeli prostor.
(b) Izracunajte integral

K= | ——=
1 () £a+keom

Zadatak 7.15 Izracunajte sljedeci integral prijelazom na sferne koordinate:
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7 RAZNE METODE IZRACUNA INTEGRALA

J.dV eia-re—br2
P
gdje je P cijeli prostor. Vektor a je konstantan i b je konstanta.

1

2
Zadatak 7.16 Zadan je integral 1, (a) = J% ,a>0,me N . Koja je veza izmedu In(a) i In+1(a)?
X +a
0
Nadite 11(a), 12(a) i 13(a).

Zadatak 7.17 IzraCunajte integral
. Tood
lim+/n j —Xn
el (1+ xz)

Uputa: promijenite varijablu u y = n*?x te izra¢unajte najprije grani¢nu vrijednost, a potom integral. Prisjetite se

da vrijedi
lim (1+ 1] =e
n—o0 n
Zadatak 7.18 IzraCunajte nepravi integral
J‘ sinax
X+b

Uputa: promijenite varijablu integracije u y = x + b. Nakon toga, rastavite integraciju na dva dijela: od —o0 do 0 i
od 0 do +o. Integral od —co do 0 svedite promjenom varijabli na integral od 0 do +oo. Zbrojite integrale, te na kraju
koristite Dirichletov integral kojega smo definirali na vjezbama

o . 7wl 2, a> O,
J’SIHaXdX: 0 a=0;
X
0 12, a<0.
Zadatak 7.19 Pomocu diferenciranja po parametru, izracunajte integral

Ie‘axsin(ﬂx)xdx
0
gdje jea>0.

Zadatak 7.20 IzraCunajte integral
I (kr) = Je"”dQ
P

gdje je element volumena dQ = sin 6dOdé (6 i ¢ su kutovi kod sfernih koordinata), k je valni vektor, r = re,, gdje
je er jedini¢ni vektor u smjeru porasta koordinate r (odnosno, vektor normale na jedini¢nu sferu)
e, =singcospe, +singsingpe, +cosde,

Podrugje P je cijeli prostor.

Zadatak 7.21 Pomocu Leibnizovog pravila, izracunajte integral
1 a
(@) = j X1
Inx
0
gdje je o> —1.
Zadatak 7.22 Upotrijebite Leibnizovo pravilo za izraun integrala

o0 _tz
I(m) = j e” cos(mt)dt, meR

i pokazite da je
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I(m) = /e ™"
Zadatak 7.23 Upotrijebite Leibnizovo pravilo za izracun integrala

1
I(y) = Ixy (Inx)"dx, y>-1
0
i pokazite da je
(-1)"n!
(y+l)n+l

Uputa: izracunajte pa diferencirajte n puta integral

1
I(y):jxydx
0

I(y)=

po parametru y.
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8 Operator nabla. Krivocrtne koordinate

Zadatak 8.1 Zadano je vektorsko polje a = a(r).
(a) Pojednostavite izraz

Vx[a(Voa)]+ax[Vx(an)]+axV2a
(b) Dokazite identitet raspisujuci nablu u Karetzijevim koodinatama

[c-(b-V)—b-(c-V)]a=(Vxa)-(bxc)

Zadatak 8.2 Pokazite da je veza izmedu jedini¢nih vektora u Kartezijevim i cilindrickim koordinatama
dana formulama
e, = Cosge, +singe,

e, =—sinpe, +cospe,
€, =€
Zadatak 8.3 Nadite divergenciju i rotaciju vektorskog polja

_ -2 -
v=p(2+sin“ p)e, + psinpcospe,, +3ze,

Zadatak 8.4 Nadite divergenciju i rotaciju polja linearnih brzina tocaka tijela koje rotira konstantnom
kutnom brzinom @ oko osi z u smislu suprotnom gibanju kazaljke sata.

Zadatak 8.5 Pokazite da je polje E = r/r? bezvrtlozno. Nadite skalarno polje @ takvo da je E = -V® uz
dodatan uvjet ®(a) = 0 za realni broj a > 0.

(b) Ako su A i B bezvrtlozna vektorska polja, tada je polje A x B solenoidalno.

(c) Nadite divergenciju i rotaciju vektorskog polja A x B.

Zadatak 8.6 Dokazite da vrijedi

o

u posvuda (osim u r = 0), gdje je C konstanta. Time ste pokazali da je skalarna funkcija C/r rjeSenje Laplaceove
jednadzbe V2® = 0. U kojim éete koordinatama radunati Laplacean?

Zadatak 8.7 Parabolicke koordinate u, v, ¢ definirane su pomocu Kartezijevih relacijama
X = UVCOS @

y=uvsing
1.2 2

z==(U“-v
2( )

(a) Kako izgledaju koordinatne plohe?
(b) Provjerite da svaka od koordinatnih ploha (u = konst., na primjer) sijece preostale dvije koordinatne plohe (v
= konst., na primjer).

(c) Pokazite da je ovaj sustav koordinata ortogonalan te odredite funkcije hs , hz, hs (faktori skale).

(d) Pokazite da je u-komponenta od V x a

: (aw ﬁ&}i@ﬂ

W +v)¥2 v ov ) uv av

Zadatak 8.8 Zadana je sljedeca transformacija Kartezijevih (X, y) i generaliziranih koordinata (qz, g2):
X=0 +0;
y=0-0

(a) Nadite metricki tenzor za ovu transformaciju.
(b) Koliki je kvadrat diferencijala duljine luka u generaliziranim koordinatama?
(b) Koliki je diferencijal "volumena" u generaliziranim koordinatama?
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8 OPERATOR NABLA. KRIVOCRTNE KOORDINATE

Zadatak 8.9 Zadana je sljedeca transformacija Kartezijevih (X, y) i generaliziranih koordinata (qz, g2):
X=0; + 0
y=0-0;

(a) Pokazite da su koordinate (1, g2) ortogonalne.
(b) Nadite gradijent u koordinatama (qz, g2).

Zadatak 8.10 (a) Pokazite direktno, raspisom nable u Kartezijevim koordinatama, da za skalarnu funkciju
@ = O(r) vrijedi

Vx(V®)=0
(b) Pokazite direktno, raspisom nable u Kartezijevim koordinatama, da za vektorsku funkciju a = a(r) vrijedi

V- (Vxa)=0
Uputa: koristite Schwarz-ov teorem koji pokazuje da za skalarnu funkciju V = V(r) vrijedi

2 2
oV _ oV 0,§=12,3

OXiOXj  OX;OX;
ZaxXi=X,X2=Y,X3=17.
Zadatak 8.11 Pokazite da je
@Vx(A+B)=VxA+VxB
(b) V x (DA) = (VD) x A+ O(V x A)
Zadatak 8.12 Neka su y(r) skalarno i a(r) vektorsko polje. Dokazite da vrijedi identitet

Vx(l//a)=Vl//><a+l//V><a

Zadatak 8.13 Dokazite identitet
ax(Vxa)= %V(az)—(aV)a
gdje je a = a(r) vektorsko polje.

Zadatak 8.14 Zadano je vektorsko polje A za koje A? = konst. Pokazite da za A vrijedi
(A- V) A=-Ax(VxA)

Zadatak 8.15 Pokazite da vrijedi identitet
V-(axb)=b-(Vxa)—a-(Vxb)

Zadatak 8.16 Ako je ¢ konstantan vektor i

A=V(c-a)+Vx(cxa)
izracunajte projekciju vektora A na vektor c.
Uputa: potrazite (A-c)/c.

Zadatak 8.17 Pokazite da je
(axVv)-r=0
gdje je a proizvoljna vektorska funkcija, a r vektor polozaja.

Zadatak 8.18 Ako je A konstantan vektor (ne ovisi o r) i B = B(r), pokaZite da je
Ax(VxB)=V(A-B)-(A-V)B

Zadatak 8.19 Zadano je vektorsko polje
F =2xze, —5yz°e, + (x* +2y*z -1,

IzraCunajte V x F i time pokazite da postoji skalarni potencijal ® takav da je F = —-V®. Odredite ®.

Zadatak 8.20 Zadana je sila u obliku
F=(C+y”+2%)"(xe, + ye, +ze,)
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8 OPERATOR NABLA. KRIVOCRTNE KOORDINATE

Nadite:
@V-F
(b) VxF
(c) skalarni potencijal @ za silu F, takav da je F = -V®
Zadatak 8.21 IzraCunajte gradijent sljedecih skalarnih polja:
(a) r?
(b) Ir —al*
gdje je a konstantan vektor.
Zadatak 8.22 IzraCunajte divergenciju sljedecih vektorskih polja:
@r
(b) a(b - r)
gdje su a i b konstantni vektori.
Zadatak 8.23 IzraCunajte rotaciju sljedecih vektorskih polja:
(@) (@axb)(b-r)
(b) aInjb x r|
gdje su a i b konstantni vektori.
Zadatak 8.24 Izracunajte
(axV)xr

gdje je a = a(r) vektorsko polje i vektor polozaja r = xex + yey + ze; .

Zadatak 8.25 Vektorsko polje a = f(r)r je sferno-simetri¢no i posvud usmjereno od ishodista. Pokazite da
je a konzervativno i da je solenoidalno ako vrijedi f(r) = Ar=.

Zadatak 8.26 Iskoristite neke od identiteta s predavanja i izraunajte:

r
(@ V[p—sj

r
(b) Vx (p—xsrj
r

gdje je p konstantan vektor dipolnog momenta. Koristite sferne koordinate.
Zadatak 8.27 Pretpostavimo da je vektorsko polje brzina v(r, t) potencijalno. PokaZite da je onda i
vektorsko polje ubrzanja a(r, t) takoder potencijalno, te nadite odgovarajuci potencijal.

Uputa: v(r, t) = —V(r, t). Izrazite a(r, t) pomocu @(r, t).

Zadatak 8.28 Pokazite da iz

d’r dr
—=rf(r) = rx—=c
dt? (r) dt
gdje je ¢ konstantan vektor. O kojem je zakonu o¢uvanja rije¢?
Zadatak 8.29 (a) Pokazite da iz definicije derivacije skalarnog polja ® u smjeru |
D(r+el)-Dd(r
0 d(red)-o(r)
al -0 €

slijedi formula
ov =VOo-|
al

gdje je | jedini¢ni vektor.

(b) Pokazite da iz definicije derivacije u smjeru vektorskog polja a u smjeru |
oa_ . a(r+el)-a(r)

al >0 €
slijedi formula
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@ _(1.v)a
al
gdje je | jedini¢ni vektor.
Uputa: koristite Taylorov red oko tocke € = 0.

Zadatak 8.30 Prepostavimo da za transformacije varijabli

% = (Yo Yorn Vo )i =12,001
postoje i inverzne transformacije

Yi =0 (X11X2*""Xn)’i =12,.,n
Dokazite da za pripadne Jacobijane tada vrijedi

P ( Xyy Xy yeees X, jJ[yl, yz,...,ynJ:1

Yi: Yo Y X5 Xp e X,

Uputa: za lakSe razmatranje, najprije ispitajte sustav transformacija s dvije varijable (n = 2). te izraCunajte
umnozak pridruzene matrice Jacobijana za transformacije i matrice Jacobijana za inverznu transformaciju.

Zadatak 8.31 U Kartezijevu sustavu koordinata, toc¢ke A i B su (0, 0, —1) i (0, 0, 1), respektivno. U novom
sustavu koordinata, po volji odabrana to¢ka P ima koordinate (us, uy, uz) gdje su

1
u, :E(rlHZ)

U, :_(rl_rz)

U, =y
gdje su r1 i rp udaljenosti AP i BP, respektivno, dok je kut  izmedu ravnine ABP i ravniney = 0.
(a) Izrazite koordinatu z i udaljenost p to¢ke P od 0si z pomoc¢u koordinata (us, Uz, U3).
(b) IzraCunajte Ox/oui , dy/ou; , 0z/oui, i =1, 2, 3.
(c) Nadite Kartezijeve komponente vektora Ui = dr/ou; , i = 1, 2, 3 i pokazite da su nove koordinate modusobno
ortogonalne.
(d) Izracunajte faktore skale i infinitezimalni element volumena u novom sustavu koordinata.

(e) Nadite najopcenitiju funkciju f koja je samo funkcija varijable u; i koja zadovoljava Laplaceovu jednadzbu V
=0.

Zadatak 8.32 Izracunajte

(a-V)(b-c)

gdje su a, b i ¢ vektorske funkcije argumenta r.

Zadatak 8.33 Hiperbolicke koordinate (u, v, ¢) definirane su pomocu Kartezijevih koordinata izrazima
X = cosh ucosvcos ¢
y = coshucosvsin ¢
z =sinhusinv
(a) Skicirajte koordinatne krivulje u ¢ = 0 ravnini i pokazite da krivulje daleko od ishodista postaju koncentri¢ne
kruznice i radijalni pravci. Posebno, identificirajte krivulje u=0,v=0,v=n/2iv=r.
(b) Izracunajte vektore tangenti u po volji odabranoj tocki, pokazite da su medusobno ortogonalni i izvedite faktore

skale
h, = h, =/cosh?u—cos®v
h, = coshucosv
(¢) Nadite najopcenitiju funkciju f koja je samo funkcija varijable u i koja zadovoljava Laplaceovu jednadZbu V3
=0.
Zadatak 8.34 Zadana su vektorska polja a(r) i b(r). Pokazite da vrijedi
(axV)xb=J,-a-a(V-b)
gdje je Jp matrica
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ob /ox,  ob,/ox, ob,/ox
J, =|0b/0ox, ob,/ox, b, /0X,
ob /0%, ob, /0%, b, /0x,
koja se ponekad zapisuje i obliku J, = Vb.

Zadatak 8.35 Ako je zadana funkcija
u(r)=(axr)-(bxr)
pokazite da vrijedi

%:Vuoe:(ax r)-(bxe)+(bxr)-(axe)

gdje su vektori a i b konstantni vektori, a e jedini¢ni vektor. Vektor r je vektor poloZaja.
Uputa: koristite Lagrangeov vektorski identitet za vektore X, y, ziw

(0xy) (2w)=(x-2) (y-w) (- w)(y-2)

Zadatak 8.36 Zadana su vektorska polja a(r) i b(r). Pojednostavite izraz
(axV)xb
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9 Frenetove formule. Diracova delta funkcija

Zadatak 9.1 (a) Napisite jednadzbe tangente, glavne normale i binormale za zavojnicu r = (a c0s t, a sin
t, bt) u proizvoljnoj to¢ki krivulje. Uzmite da su a i b pozitivni brojevi.
(b) Nadite zakrivljenost u proizvoljnoj tocki zavojnice.

Zadatak 9.2 Nadite zakrivljenost i torziju krivulje zadane parametrizacijom
a?, a t
r(t)=qt+—,t——,2aln| —
t t a
u proizvoljnoj tocki krivulje.

Zadatak 9.3 Oblik dijela ceste koji spaja dvije mimoilazne, okomite ravne ceste koje se nalaze na
visinama z =0 z = h slijedi krivulju C zadanu kao r = r(z)

r:—l nco Insm(—zje +ze,
{greJoc " msin(

(a) Pokazite da je polumjer zakrivljenosti ove krivulje na visini z jednak (2h/z)[sin(zz /h)] ™.
(b) Pokazite da je torzija ove krivulje 7=—-1/p.

Z\ - R
x
h ‘I: C
7 y
§ .
Zadatak 9.4 Pokazite da za prostornu krivulju y® + 27axz — 81a% = 0 &ije su parametarske jednadzbe
x(u) = au(3-u?)
y(u) = 3au?

z(u) =au(3+u?)
vrijede sljedece tvrdnje:
(a) Ako je s duljina luka navedene krivulje od ishodista do tocke krivulje, tada je
O _ 3a2(1+u?).
u
(b) Polumjer zakrivljenosti u tocki s proizvoljnim parametrom u je 3a(l + u?)2.

Zadatak 9.5 Pokazite da za prostornu krivulju s prirodnom parametrizacijom r = r(s) gdje je s duljina luka
po krivulji (od ¢vrste tocke na krivulji), vrijedi sljede¢i identitet

dr_d’r) dr
—X—Z =K 7
ds ds ds

gdje je x zakrivljenost, a ztorzija u promatranoj tocki.
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9 FRENETOVE FORMULE. DIRACOVA DELTA FUNKCUJA

Zadatak 9.6 Silnice magnetskog polja B su krivulje na koje je vektor B tangencijalan. Pretpostavimo da
smo silnice magnetskog polja parametrizirali prirodnom parametrizacijom. Racunajuc¢i dB/ds, gdje je s duljina
luka po silnici (od ¢vrste tocke na silnici), dokazite da je polumjer zakrivljenosti u po volji odabranoj to¢ki na
silnici

B3
P IBx(B-V)B|
Zadatak 9.7 Pokazite da za prostornu krivulju s prirodnom parametrizacijom r = r(s) gdje je s duljina luka

po krivulji (od ¢vrste tocke na krivulji), vrijedi sljedeéi identitet

dr d’r) d ,
—X— | —=K"T
ds ds? ) ds®

gdje je x zakrivljenost, a rtorzija u promatranoj tocki.

Zadatak 9.8 (a) Zadana je krivulja r = r(t) gdje je t parametar. Pokazite da je vektor binormale
bocrxi

(b) Izradunajte vektore Frenetovog trobrida za krivulju x =t,y =t%, z=t2 u tocki t = 1.

Uputa: (a) vektor tangente je
. dr _drdt

ds dtds $
gdje je s duljina luka. Vektor normale je
dt _dtdt_de1

Cx: E—
ds dtds dts
a vektor binormale b =t x n.

Zadatak 9.9 Duljina luka krivulje r = {x(t), y(t), z(t)} od neke fiksne to¢ke na krivulji je s = ¢(t). Pokazite
da je torzija zadane krivulje jednaka
X/ ’ Z!
1 4 y” ”n
r=—————det| X" y" 2z

2 ’
K (¢ ) XI" y " Z "
(b) Koji je nuzan i dovoljan uvjet da krivulja zadana u dijelu (a) bude ravninska krivulja?

Zadatak 9.10 Neka je Aa kut izmedu glavnih normala u dvama tockama krivulje C. Duljina luka krivulje
izmedu danih tocaka iznosi AS. Pokazite da je
. A

lim =2 =Jx? +7°

As—0 AS
gdje su x i z zakrivljenost i torzija krivulje C. Pretpostavljamo da u svakoj to¢ki krivulje Frenetov trobrid postoji i
jedinstven je.
Uputa: izracunajte vektorski produkt glavnih normala

|n(sl)><n(sz)| =sin(Aa) = Aa
gdje posljednja jednakost vrijedi ako je kut Aa mali. Takoder, koristite S, = S; + As.

Zadatak 9.11 Krivulja je zadana jednadzbom
r(s)=asm-+mxc(s)
gdje je m konstantan jedini¢ni vektor, a je skalar i c(s) je proizvoljna vektorska funkcija od duljine luka s. Pokazite
da vrijedi:
(a) Vektor tangente krivulje zatvara konstantan kut s vektorom m.
(b) Glavna normala krivulje je ortogonalna na m.
(c) Zakrivljenost i torzija krivulje proporcionalne se u svakoj tocki krivulje.

Zadatak 9.12 (a) Izracunajte integral
j (r* +r-a+a*)s(r-a)d’r

cijeli
prostor
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9 FRENETOVE FORMULE. DIRACOVA DELTA FUNKCUJA

gdje je a fiksni vektor iznosa a.
(b) IzraCunajte integral

jr-(d—r)&(e—r)d3r

gdje su vektorid = (1, 2, 3), e = (3, 2, 1), a V sfera polumjera 3/2 sa sredistem u tocki (2, 2, 2).

Zadatak 9.13 Pokazite da za delta funkciju vrijedi
1
o(kx) =—0d(x)
[k

gdje je k realna konstanta.
(b) Izracunajte integral

3
J-xsé(x +1)dx
0

Zadatak 9.14 Izracunajte integral
f| r—b[? 5(5r)d%r
P

gdje je P kocka s duljinom stranice 2 ¢iji je centar u ishodistu, a vektor b = 4ey + 3e; .

j(r2 +2)v-(e—gjd3r
3 r

gdje je P unutra$njost sfere polumjera R sa sredistem u ishodistu.

(b) IzraCunajte integral

Zadatak 9.15 Dokazite da je

v? (1] — _4s(r)

r

tako da promotrite sljede¢u funkciju:
D(F&)= -~ V*

Az r’+e

(a) Pokazite da je D(r,e) = (3e%/4x)(r? + £2) 2.

(b) Provijerite da D(0,6) — 0 za ¢ — 0.

(c) Provjeriteda D(r,e) > 0zae— 0zar#0.

(d) Provijerite je li integral funkcije D(r,¢) po cijelom prostoru jednak 1.

Zadatak 9.16 Nuzan i dovoljan uvjet da glavna normala u bilo kojoj tocki krivulje bude paralelna jednoj
te istoj ravnini jest da je krivulja cilindricka zavojnica. Dokazite!
Uputa: parametarske jednadZbe zavojnice glase r = (a cos t, a sin t, bt).
Zadatak 9.17 Odredite zakrivljenost krivulje
t t t
r(t) = exj f(u)sinu du +eyj f(u)cosu du +eZI f(Ww(u)du
0 0 0

gdje su f i w diferencijabilne funkcije.

Zadatak 9.18 Izracunajte integral
j[r“ +1?(r-c)+c* |5(r—c)av
P

gdje je podrugje P kugla polumjera R = 6 oko ishodista, vektor ¢ = 5ex + 3ey + 2e,,ac =|c|.

Zadatak 9.19 Neka je krivulja r = r(t) zadana parametrizacijom koja nije prirodna. Pokazite da je
zakrivljenost jednaka
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9 FRENETOVE FORMULE. DIRACOVA DELTA FUNKCUJA

1B
ITF

gdje je T = dr/dt vektor u smjeru tangente, a B = dr/dt x d?r/dt? vektor u smjeru binormale, a oba vektora nisu
jedini¢na.

Zadatak 9.20 Ako su a i f kutovi koje zatvaraju tangenta i binormala s nekim pravcem, respektivno,
pokazite da vrijedi

x  sinada

T singdg
Zadatak 9.21 Pokazite da su zakrivljenost i torzija krivulje
r(t)=3te, +3t’e, +2t’,

medusobno razmjerne veli¢ine u svakoj tocki navedene krivulje.
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10 Krivuljni integrali. Cirkulacija vektorskog polja. Stokesov teorem

Zadatak 10.1 Krivulja F'c R? zadana je pomoé¢u parametrizacije
tsin
X0 = [0 de
1 ¢
[ cos
y(t) = [ ae
1 S

gdje je t e [1, to]. Koliki mora biti to da bi duljina krivulje bila jednaka 2?

Zadatak 10.2 Tanka Zica savijena je tako da ima oblik parabole y = X2 . Duljinska gusto¢a Zice A u to¢ki
parabole proporcionalna je kvadratu apscise te tocke. Konstanta proporcionalnosti iznosi k = 1 kg-m~3 . Kolika je
masa zice izmedu X =0 i x = 2?

Zadatak 10.3 Nadite masu lan¢anice ¢ija je jednadzba y = a cosh (x/a) (a je konstanta) izmedu toc¢aka X; =
0 i X2 = a ako je duljinska gusto¢a A = dm/ds (m je masa, a s duljina luka) u svakoj toc¢ki obrnuto proporcionalna
ordinati te tocke. U tocki (0, @) duljinska gustoéa jednaka je &.

Uputa: parametarske jednadzbe lancanice su X = t, y = a cosh (t/a), ili jednostavno, uzmite koordinatu x za
paramerar.

Zadatak 10.4 Nadite rad sile pri gibanju Cestice u polju sile
F =3xye, —5ze, +10xe,

poputux=t?2+1,y=2t% z=todt=1dot=2.

Uputa: Rad sile F definira se krivuljnim integralom W = '[F~dr .

Zadatak 10.5 Zadano je vektorsko polje A
A(r) = (4xy —3x*z*)e, +(4y +2x°)e, +(1-2xX’2)e,
(a) Pokazite da krivuljni integral ne ovisi o izabranom putu po kojem integriramo izmedu dvije tocke.

(b) Nadite skalarnu funkciju @ = ®(r) takvu da vrijedi A = -V®.
(¢) Izracunajte krivuljni integral od A po bilo kojem putu od to¢ke (1, -1, 1) do (2, -2, -1).

Zadatak 10.6 Zadano je vektorsko polje v = v(r)
v=(2xz+3y%)e, +4yz%,
Provjerite Stokesov teorem za kvadrat sa slike.

z
1 )
A
Y
— ;
X
Zadatak 10.7 Izradunajte cirkulaciju polja v = v(r)

V=ye, —Xe, +z€,

duz zatvorene krivulje dobivene presjekom ploha 72 = x? + y?, x? + y? + z2 = 4, z > 0 te provjerite rezultat pomoéu
Stokesovog teorema.

Zadatak 10.8 Izracunajte krivuljni integral
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<_|5[(eX y +cos xsin y) dx+ (e*+sin xcos y) dy |
C
po elipsi x?/a? + y?/b? = 1.

Zadatak 10.9 Izradunajte krivuljni integral vektorskog polja v = v(r, 6, ¢)
v =rcos’ fe, —rcosfsinbe, +3re,

po putu prikazanom na slici. Provjerite rezultat pomocu Stokesovog teorema.

Zadatak 10.10 Vektorsko polje F definirano je u Kartezijevim koordinatama
3 2
F=F, Hy—ﬁlexy’az +1jex +(%+ﬂew’az ]ey 4 Zete? ez}
3a° a a a a

Izracunajte cirkulaciju polja F
gS F-dr
L

tako da upotrijebite Stokesov teorem. Krivulja L sastavljena iz stranica pravokutnika ABCD ¢ije su to¢ke A = (0,
1,0),B=(1,1,0),C=(,30)iD=(0,3,0).

Zadatak 10.11 Provjerite Stokesov teorem za vektorsko polje
a(r)=x’y’e, +e, +ze,

Cirkulaciju polja a ra¢unajte po kruZnici x? + y? = R%, z = 0, a plo$ni integral po polusferi

7= /Rz_xz_yz

Uputa: kod racunanja javit ¢e se integral

jsin4 xcos? xdx = - — L sin 2x — L sin 4x + —_sin 6x
16 64 64
Zadatak 10.12 Koristeé¢i Stokesov teorem izraCunajte

95 ydx + zdy + xdz

C
ako je krivulja C po kojoj se integrira kruznica x> +y? + 22=a% x+y +z=0.

Zadatak 10.13 Zadano je vektorsko polje

a(r)=x%, +xye, +xyze,
Provjerite Stokesov teorem za krivulju k koja je rub trokuta s vrhovima A=(a, 0,0),B=(0,b,0)i C=(0, 0, c) te
plohu S koja je dio ravnine kroz to¢ke A, B i C, a omeduje je krivulja k.
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Zadatak 10.14 Neka je r vektor polozaja tocke u prostoru, n konstantni jedini¢ni vektor, a ¢ je zatvorena
prostorna krivulja. Pokazite da je

n-(j)rxdr

Cc
jednak dvostrukoj vrijednosti povrsine omedene projekcijom krivulje ¢ na ravninu n - r = p, gdje je p realan broj.

Zadatak 10.15 (a) Pretpostavimo da zatvorena krivulja C leZi u Xy ravnini i da omeduje podruéje D. PokaZite
da Stokesov teorem dobiva oblik

oQ oP
(Pdx +Qdy) = (— - —j dxdy
((j} '||; ox oy

gdje su P i Q funkcije od varijabli x i y. Ova se formula naziva Greenovom formulom.

(b) Pokazite da je povrSina podru¢ja D kojeg omeduje krivulja C

S= %(ﬁ (xdy — ydx)
C

Zadatak 10.16 (a) Pokazite da vrijedi

IVTde:—¢Tdr
D C

(b) Pokazite da je
(J.>(c~r)dr =SxC
C

gdje je c konstantan vektor, a S vektorska povrsina plohe D koja je omedena krivuljom C, a je definirana izrazom

SEIdS
D

Zadatak 10.17 Transformirajte krivuljni integral

?drxa

u plosni integral ako je C krivulja koja omeduje otvorenu plohu. Izracunajte posebne slucajeve:
(b)ya=r
(c) a=r xc, gdje je ¢ konstantan vektor.

Zadatak 10.18 Neka je funkcija u harmonijska funkcija, odnosno, funkcija koja zadovoljava Laplaceovu
jednadZbu ne nekom podruéju D u ravnini xy

o°u %

—2-|-—2 =0

ox~ oy
Pokazite da je tada

(j}Vu -nds=0

C

gdje je C proizvoljna krivulja na D, a n vanjska normala na krivulju C.
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C

Uputa: primijetite da je normala n

te upotrijebite Greenov teorem.

Zadatak 10.19 Za harmonijsku funkciju u, odnosno, funkciju koja zadovoljava Laplaceovu jednadzbu na
nekom podruéju D u ravnini xy vrijedi

<_{>Vu -nds=0 *)

C

gdje je C proizvoljna krivulja na D, a n vanjska normala na krivulju C.

C

Upotrijebite gornju jednakost i pokazite da vrijedi teorem srednje vrijednosti za harmonijsku funkciju u
1
u(Xy, ¥o) = ——=u(x,y)ds
(% ¥o) ZzR(iS (x.y)

gdje je C kruznica polumjera R sa sredistem u tocki (Xo, Yo) koja cijela lezi u podrucju D.
Uputa: primijetite da je n
1

HZW(YGX—XGY)

Vu-nds=@rd¢
or

te da vrijedi

ako su (r, ¢) polarne koordinate na kruznici polumjera r < R. Na kraju, integrirajte jednadzbu (*) po r od 0 do R.
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11 Plo3ni integrali. Tok vektorskog polja

Zadatak 11.1 Izracunajte plosni integral prve vrste
[(6x+4y+32)dA

S
gdje je ploha S dio ravnine x + 2y + 3z = 6 koji pripada prvom kvadrantu.

Zadatak 11.2 Izracunajte plosni integral prve vrste
Ix(yz +7° )dA

S
ako je ploha S zadana jednadzbom x = (9 — y? — z2)'2,

Zadatak 11.3 Izracunajte sljedeci plosni integral prve vrste:

@(x2+y2)dA
P
gdje je P kugla x? + y? + 72 = a2,

Zadatak 11.4 Izrac¢unajte plosni integral prve vrste
J- dA
s (L+x+2)°
gdje je S dio ravnine x + y + z = 1 koji pripada prvom oktantu.

Zadatak 11.5 Izracunajte plo$ni integral prve vrste
dA

| =|—
S |2
gdje je S dio cilindra x? + y? = R? omedenog ravninama z = 0 i z = h, a | udaljenost od ishodista do to¢ke na plohi.
Primijetite da ploha po kojoj integriramo nije zatvorena, baze z =0 i z = h nisu dio plohe.

Zadatak 11.6 Pokazite da vrijedi Poissonova formula

1
95 f (ax+by +cz)dA= Z”I f (U\/az +b? +¢? )du
S -1
gdje je f(s) neprekidna funkcija, a, b, i ¢ su realni brojevi, a S sfera x> + y? + 22 = 1.

Zadatak 11.7 Izracunajte tok vektorskog polja
v(r) = 2xze, +(x+2)e, +y(z* —3)e,

kroz pet stranica kocke (osim z = 0) ¢ija je duljina brida jednaka 2. Koordinatni sustav postavljen je kao na slici.
Ovisi li tok vektorskog polja o koordinatnom sustavu?

Zadatak 11.8 Nadite vrijednost toka vektorskog polja A
A(r) = X%e, +xe, +Xze,

kroz dio rotacijskog paraboloida y = x? + z? koji pripada prvom oktantu ogranicen je ravninom y = 1.
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Zadatak 11.9 Nadite vrijednost plosnog integrala vektorskog polja A
A(r) =xe, —ye, +ze,
ako je ploha po kojoj se integrira cilindar x? + y? = ¢? omeden ravninama z=0iz = d.

Zadatak 11.10 Izracunajte tok vektorskog polja
v(r)=x%, +y’e, + 7%,

kroz plohu x%/a? + y?/a? = 73/b?, 0 <z <h.

Zadatak 11.11 Pokazite da je tok vektorskog polja
a(r)=yze, —xe, —ye,
kroz plast stoSca X2 + y? = z2 ograni¢enog ravninama z = 0 i z = 1 jednak nuli.

Zadatak 11.12 IzraCunajte tok vektorskog polja A
n e
A(r)=->) V| ——
0= (i5)
gdje je ei konstantna veli¢ina (naboj), ri udaljenost tocke M; (izvora) do tocke promatranja M kroz zatvorenu plohu
S koja sadrzi to¢ke Mi, i =1, 2, ..., n.

Zadatak 11.13 Izracunajte integral
cos(R,n
(@)= B g
S R

gdje je R =g —r, a S zatvorena ploha. Vektor n je vektor normale na plohu S, a r je vektor poloZaja proizvoljne
to¢ke na plohi. Razmotrite slucaj kad je ¢ vektor poloZaja tocke unutar plohe S (na slici) i slu¢aj kad je q vektor
poloZaja tocke koja je smjesStena izvan plohe S.

Zadatak 11.14 Izracunajte plosni integral

I(xz cosa + y2 cos B+ 22 cos;/)dA

D
gdje je D dio povrsine (plast) x> + y?2 = 72, 0 < z < h dok su «, g i y kutovi koje vanjska normala zatvara s
koordinatnim osima.

Zadatak 11.15 Odredite masu plohe paraboloida
1 2 2
z=—(x"+ , 0<z<1

Cija je plosna gustoca jednaka p = z.
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12 Teorem o divergenciji. Srodni teoremi

Zadatak 12.1 Izracunajte plosni integral vektorskog polja A
A(r) = (X% +y* +2°)(xe, + ye, +2e,)

po sferi R? = x? + y? + 72. Racunajte direktno i nakon toga raunajte pomoéu teorema o divergenciji.

Zadatak 12.2 Nadite vrijednost toka vektorskog polja A
A(r) =xe, —vye, +ze,

ako je ploha po kojoj se integrira cilindar x? + y?> = ¢® omeden ravninama z = 0 i z = d. Racunajte direktno i
upotrebom teorema o divergenciji.

Zadatak 12.3 Izradunajte tok polja A = A(r)

A(r) = (x—-2z)e, +(3z2-4x)e, +(5x+Y)e,
kroz stranice piramide s vrhovima (1,0,0); (0,1,0); (0,0,1); (0,0,0) te provjerite rezultat pomocu teorema o
divergenciji.

Zadatak 12.4 Provjerite teorem o divergenciji za vektorsko polje oblika
v(r)=r’singe, +4r’ cosfe, +r’ tande,
za kuglin isjecak prikazan na slici.

Zadatak 12.5 Izracunajte tok polja a = a(r)
a(r) = 1eX +£ey +1eZ
X y z
kroz sferu polumjera R.

(b) Provjerite rezultat pomocu teorema o divergenciji.
Uputa: pod (a), parametarska jednadzba sfere polumjera R glasi

r(6,¢)=Rsindcosge, +Rsindsinge, + Rcosbe,

Pod (b), izraunajte divergenciju polja a u kartezijevim koordinatama te primijetite simetriju podintegralne
funkcije.

Zadatak 12.6 Provjerite teorem o divergenciji za vektorsko polje
F(r)=r
ako je podrucje integracije valjak
x* +y® <R?
0<z<H
Uputa: vektor polozaja u cilindri¢kim koordinatama glasi
r=pe, +ze,
Diferencijal povrsine po plastu je
dS = Rdedz
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Zadatak 12.7 Provjerite teorem o divergenciji za vektorsko polje
v=r?cosde, +r’cosge, —r’ cosfsinge,
gdje je podrugje integracije dio kugle polumjera R iz prvog kvadranta.

Zadatak 12.8 Vektorsko polje F definirano je u cilidri¢kim koordinatama p, ¢ i z formulom
F= FO(XCOMZ e + ycos Az e, +sin lzezj
a a

F .
=P cosaze, + F,sin Aze,
a P
gdje je e, = (X/p)ex + (X/p)ey .
(a) IzraGunajte tok polja F kroz zatvorenu plohu omedenu cilindrima p = a i p = 2a i ravninama z = + az/2.
(b) Izracunajte isti integral upotrebom teorema o divergenciji.

Zadatak 12.9 Toplinu koja u temperaturnom polju T = T(r, t) prode u jedini¢nom vremenu kroz povrsinu
dS nazivamo toplinskim tokom d®
d® =-AVT-ndS

gdje je 4 = A(r) toplinska provodnost, a n jedini¢ni vektor normale na S.
(a) Pretpostavimo da zagrijavamo tijelo gustoce p i specificnog toplinskog kapaciteta ¢. Odredite koli¢inu
primljene topline u jediniénom vremenu.
Uputa: za mali volumen AV unutar tijela vrijedi relacija dQ/dt = cpAVOT/at.
(b) Izvedite Fourierovu diferencijalnu jednadzbu provodenja topline koju zadovoljava temperatura tijela. Uputa:
Pri izvodu koristite (a), teorem o divergenciji te zakon ocuvanja energije (jednadzba kontinuiteta)
dQ
dt

Zadatak 12.10 Izracunajte

@r-dA

s
gdje je S torus. Parametarske jednadzbe torusa glase:
x(6,¢)=(R+rcos@)cosg

y(6.¢)=(R+rcosd)sing
2(0,4)=rsing

Uputa: za racunanje povrsine i volumena torusa koristite Pappusove teoreme.

Zadatak 12.11 Dokazite da je

(I)cos(n, NdS =0

P
ako je P proizvoljna zatvorena ploha, | po volji odabran konstantan i jedini¢ni vektor, a n vanjska normala na plohu
S.
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Zadatak 12.12 Upotrijebite teorem o divergenciji te integrirajte po sferi s polumjerom R — oo da pokaZzete
identitet

If(VA)dV :-jA-(Vf)dv
P P

gdje je podrugje P cijeli prostor. Pretpostavite da fA teZi k nuli brze od R? kad R — oo (npr. za veliki R ponasa se
kao R%) te da f i A zadovoljavaju uvjete teorem o divergenciji teorema.

Zadatak 12.13 Upotrijebite teorem o divergenciji i pokaZite sljedecée identitete:
@ J (VT)dv = 95Td8 (Teorem o gradijentu)
P oP

(b) I(V xv)dV = —(}S vxdS (Teorem o rotaciji)
P oP

© j (TV2U +(VT)-(VU))AV = gS(TVU)-ds (Greenov identitet)
P >

(d) I(T V2U —UV2T)dV = <f>(TVU ~UVT)-dS (Greenov teorem)
P P

Zadatak 12.14 Koje svojstvo treba imati vektorsko polje a(r) da za proizvoljnu plohu D vrijedi relacija
gS(c-dS)a = <j>d5(a-c)
D D

gdje je ¢ konstantan vektor?

Uputa: Koristite teorem o rotaciji
quSxa = ijadV
D P

Zadatak 12.15 (a) Pokazite da je
IB-(VXA)dV :IA~(VxB)dV +4>(AXB)-ds
P P P

(b) Cemu tezi gornji izraz ako je rub podruja OP sfera beskonaénog radijusa? Postavite uobiajne uvjete za
vektorska polja A i B.

Zadatak 12.16 Upotrijebite teorem o divergenciji i dokazite da je volumen tijela omedenog plohom D jednak

\Y :écﬁ(xcowm y cos S+ zcos y)dS
D
gdje je su cos a, cos £ i cos y kosinusi smjera vanjske normale na plohu D.

Zadatak 12.17 Ako je a konstantan vektor, a D zatvorena ploha koja omeduje podruéje P obujma V,
pokazite da vrijedi

(]S(rxa)de:ZVa

D
Uputa: upotrijebite teorem o rotaciji.

Zadatak 12.18 Ako je a konstantan vektor, a D zatvorena ploha koja omeduje podruéje P obujma V,
pokazite da vrijedi

c]S(rxa)de: Va
D
Uputa: upotrijebite teorem o rotaciji.

Zadatak 12.19 (a) Neka su S1 i S, zatvorene plohe takve da se Sz u potpunosti nalazi unutar S; i neka je P
podrucje izmedu ploha. Po podru&ju P i plohama S; i S; koje omeduju P zadano je vektorsko polje F klase C*
takvo da vrijedi

V-F=0
Upotrebom teorema o divergenciji pokazite da vrijedi
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@FdA:@FuA
S, S,

(b) Za polje F iz uzmite
r-q
= 3
r—qf
i pomocéu (a) pokazite da za po volji odabranu plohu S vrijedi

0, gjeizvan$S
$F-dA= _
s 47, ( jeunutar S

Uputa: ako je g unutar S, opisite sferu S; oko q tako da S; lezi unutar S.
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13 Tenzori

Zadatak 13.1 Magnetsko polje B (ili gusto¢a magnetskog toka) definira se pomoc¢u Lorentzove sile
F=q(vxB)
gdje je v brzina nabijene Cestice naboja g. Nacinjena su tri eksperimenta u kojima je:
vV =ey, Flq=2e,-4ey
v=ey, Flqg=4ex—¢
v=e,, Flg=e/ —2e
Iz ovih rezultata nadite magnetsko polje B.

Zadatak 13.2 (a) Vektor A rastavljen je na dva medusobno ortogonalna vektora (slika): radijalnog Ar U
smjeru vektora polozaja r, te tangencijalnog A: . Pokazite da vrijedi:
A =e (A-e)

A, =-¢ x(e, xA)

gdje je er = r/r jedini¢ni vektor u smjeru vektora polozaja r.

Ar

A

(b) Neka je A proizvoljan vektor i e jedini¢ni vektor u nekom fiksnom smjeru. Pokazite da vrijedi
A=e(A-e)—ex(exA)

Zadatak 13.3 (a) Dokazite Lagrangeov vektorski identitet
(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(b-c)(a-d)

Uputa: koristite definiciju vektorskog produkta pomoc¢u Levi-Civitine gustoée i sljedecu relaciju
Zgijkgilm = 5j|5km _ajm5k|

(b) Pokazite da je skalarni produkt invarijanta ortogonalnih transformacija.

Zadatak 13.4 Pokazite da vrijedi identitet
(AxB)x(CxD) = [A-(Bx D)]C—[A-(BXC)]D

Uputa: smijete koristiti ve¢ gotove vektorske identitete ili radite s jednom komponentom.

Zadatak 13.5 Tocke O, A, B i C imaju vektore polozaja 0, a, b i c. Oznadite s g = Aa + b + v vektor
polozaja sredista sfere na kojoj leze navedene tocke.
(a) Pokazite da A, x ivzadovoljavaju identitet

(@a-a)A+ (a-b)u+(a-c)v :%a2

kao i ostala dva sli¢na identiteta.
(b) Promjenite ishodi$te koordinatnog sustava i nadite srediste sfere na kojoj leze tocke p = 3ex+ ey — 2e;, q = 4e
+3ey—3e;,, r=7e,—3e,is=6ex+ey—e;.

Zadatak 13.6 Neka je X nepoznat vektor koji zadovoljava sljedece relacije
axx=b, a-x=¢

Vektori a i b, te skalar ¢ poznati su. Izrazite vektor x pomocu a, b, ¢ i |a].
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Zadatak 13.7 Neka je A proizvoljan vektor i e jedini¢ni vektor u nekom fiksnom smjeru. Pokazite da
vrijedi
A=e(A-e)—ex(exA)

Zadatak 13.8 Ako su ai r vektori, pokazite da je tada da; /0x« tenzor drugog reda, gdje su a; i xx komponente
navedenih vektora.

Zadatak 13.9 Pokazite da je skalarni produkt invarijanta ortogonalnih transformacija.

Zadatak 13.10 Zadana su dva tenzora A i B. Pokazite da vrijedi
ZAjk Bjk = ZA’mBI:‘n
jk Im
gdje su crtani i necrtani matricni elementi povezani ortogonalnom transformacijom. Na primjer,
A,m = Zslj Sk Ajk
ik

gdje je S matrica ortogonalne transformacije.

Zadatak 13.11 Zadan je tenzor A Kkoji je drugog ranga. Je li determinanta matrice za A invarijanta
ortogonalnih transformacija?
Uputa: koristite relaciju det(BC) = det(B)det(C).

Zadatak 13.12 Pokazite da vrijede izrazi
(AB) =BTA", (AB)'=B'A*
s tim da pretpostavite da inverzne matrice postoje.

Zadatak 13.13 (a) Pokazite da je umnozak dvije ortogonalne martice takoder ortogonalna matrica.
(b) Pokazite da ako je A ortogonalna matrica 3 x 3, njezina tri stupca tvore tri medusobno ortogonalna vektora.

Zadatak 13.14 Trag matrice definiran je kao zbroj matri¢nih elemenata po dijagonali. Na primjer, za matricu
A, trag je

Tr(A) = z A

Pokazite da je trag invarijanta ortogonalnih transformacija.

Zadatak 13.15 Neka je A tenzor drugog ranga i odgovaraju¢a matrica A~ postoji. Pokazite da je A* takoder
tenzor drugog ranga (u odnosu na ortogonalne transformacije).

Zadatak 13.16 (a) Napisite matricu rotacije za kut @ oko osi z.

(b) Napisite matricu rotacije za kut &oko osi y.

(c) Kolike su determinante za matrice pod (a) i (b)?

(d) Napisite matricu zrcaljenja na xy ravnini. Kolika je determinanta te matrice?

Zadatak 13.17 Relacije koje povezuju koordinate u dva Kartezijeva koordinatna sustava S i S' glase

1 1 1
X \/g(x y—2z), y ﬁ(x+y), z \/g(x y+1)
(a) Je li zadana transformacija ortogonalna?
(b) Neka je skalarno polje zadano u sustavu S’ relacijom
q)!(xl, yl’ Z!) — X!_ y!+32l
Nadite reprezentaciju skalarnog polja d(X, y, z) u sustavu S ako su koordinatni sustavi povezani transformacijom
zadanom pod (a).
(c) Nadite reprezentaciju vektorskog polja a u S' ako su ax(X, ¥, 2) =2y — z, ay(X, ¥, 2) = X + Z, a(X, Y, Z) = X2 +y
komponente toga polja u sustavu S, a transformacija izmedu koordinatnih sustava je dana pod (a).
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