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Sazetak

Metoda slika (MS) je postupak za proracun potencijala u rubnim zadac¢ama kod kojih rubne
plohe naj¢es¢e imaju oblik ravnine, sfere ili cilindra. UnatoC jednostavnosti 1 intuitivnosti MS,
studenti nerijetko 1skazuju nerazumijevanje kao 1 poteskoce u primjenti.

U tom kontekstu, razmotrili smo probleme s kojima se studenti susrecu vezano uz MS.
Uzeli smo u obzir podrucja u kojem se MS najCesCe koristi, t¢ smo uzroke problema ilustrirali
primjerima 1z elektrostatike 1 magnetostatike.

Pritom smo uobiCajene primjere rijesili na dva nacina: metodom. slika 1 razvojem
potencijala u red po specijalnim funkcijama, Sto je rezultiralo usporednim prikazom koji jasno
1stiCe prednosti MS. Ponudili smo moguci naCin za bolje tumacenje MS koj1 je, ustvari,
matematiCka razrada rubne zadace Poissonove jednadzbe. Razmotrili smo 1 mogucnosti
koriStenja MS pr1 rjeSavanju problema 1z optike, akustike, termodinamike 1 hidrodinamike.

Rjesavanje pomocu metode slika

Postavimo koordinatni sustav tako da se naboj ¢ nalazi na osi z koja je okomita na ravninu R.
Udaljenost naboja od ravnine je d, a ravnia R poklapa se s ravninom z = 0 (S1. 3).
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Slika 1 Uz matematicku formulaciju problema Slika 2 Ekvipotencijalfie krivulje za naboje +g i —q
tockastog naboja blizu vodica. po formuli (4). Koordinate x = 0, » = y 1 z nacrtane

su u jedinicama od d, a potencijal u jedinicama od
q/(4ned).

RjeSenje ove rubne zadaCe prona¢i ¢emo metodom slika na sljede¢i naCin: zamijenimo
postojeci problem s novim, u kojemu se u poluprostoru z <0 umjesto vodi¢a nalazi tockasti naboj
qg'= —q na os1 z. Naboj g 'naziva se slika 111 naboj slike za "pravi" naboj g 1 smjeSten je simetri¢no
za g prema ravnini z = 0 na polozaj z'= —d (SI. 4).

Zamjenu problema mozZemo opravdati ¢injenicom da je povrSina vodi¢a ekvipotencyalna
ploha te je u naSem slucaju ona ravninska 1 na potencijalu nula, kao 1 ekvipotencijalna ploha
1izmedu naboja +g 1 —g (Sl. 4). Uz 1st1 rubni uvjet, Poissonova jednadzba u oba problema daje 1sto
rjesenje za potencijal o Cemu govori teorem o jedinstvenosti rjeSenja.

RjesSenje za potencijal u poluprostoru z > 0 prema oznakama na Sl. 3 1 S1. 4 glasi
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adje je r= (x" + y°)"”, pa (4) zadovoljava Poissonovu jednadzbu i rubni uvjet ®|,_, = 0.

Pomoc¢u dobivenog izraza za potencijal (4), moze se izraCunati elektricno polje, plosSna
gustoCa naboja po ravnini z = 0, sila izmedu naboja g 1 ravnine te druge veliCine.
No, veCini studenata ovo sazeto objasnjenje, 1ako korektno, nije dovoljno da shvate MS.
Pitanja koja student1 postavljaju 1 komentari koje daju su:
e Kako ¢u znati na koje polozaje treba postaviti slike naboja?
e Kako ¢u znati koliko je slika potrebno?
e Kako ¢u rjesavati probleme u kojima je rubna ploha sloZena, na primjer, od ravninske 1
sferne plohe?
e Kako c¢u upotrijebiti MS za dielektrike kojima rubne plohe nisu na konstatnim
potencijalima?
e Metoda slika uopce mi nyje jasna, ne vidim kako bih je naucio 1 njome ryesio neki nowvi
problem. Metoda se zasniva na intuiciji, a ne na provjerenim matematickim tehnikama.

Na jedan dio pitanja, moguce je ponuditi zadovoljavaju¢i odgovor: fizicari su riyjesili 1stt problem
drugim, kompliciranijim tehnikama 1 onda uvidjeli da se postupak moZe pojednostaviti pomocu
MS. Jedna od tehnika koja moZe posluziti u svrhu "dokaza" je 1 razvoj potencyala u red po
potpunom skupu ortogonalnih funkcia (specijalnih funkcija).
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ostatike

asti naboj g u blizinu uzemljene, metalne 1 pravokutne ploce. Ako je udaljenost
loce mnogo manja od udaljenosti naboja do rubova ploce, smijemo plocu kona¢nih
a zamijeniti beskonacnom. Time smo prostor podijelili na tr1 dijela: P, P,1 P5 (S1. 1).
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Slika 1 Naboj pored metalne plo¢e u vakuumu. Slika 2 Pojednostavljeni problem naboja 1 vodica.

Racunat cemo elektricni potencijal @(r) u dijelu prostora P; koj1 sadrzi naboj g. Potencyjal u
P> je poznat 1 1znos1 @ = 0. Naime, elektricno polje unutar vodica jednako je nuli, a potencijal
ima konstantnu vrijednost. U zadatku kojeg rjeSavamo vodi¢ je uzemljen, pa je po cielo
njegovoj unutrasnjosti 1 rubovima vrijednost potenciala jednaka nuli [1].

Potencijal u podrucju P, jednoznacno je odreden Poissonovom jednadZzbom

Vi) =L (1)

€

1 rubnim uvjetom ® = 0 po ravnim R koja razdvaja podrucje P; od P> [2]. U jednadzbi (1) je
permitivnost vakuuma g, = 8,854 - 10°° Fm™', a gustoca naboja p(r) za to¢kasti naboj ¢ iznosi

p(r)=go(r—-d) (2)
gdje je o(r — d) Drracova delta funkcya [2], r vektor polozaja toCke u kojoj raCunamo p, a d
vektor polozaja naboja ¢. Za r # d Poissonova jednadzba postaje Laplaceova V°® = 0.
Iz navedene tvrdnje o jednoznacnosti rjesenja za potencijal mozemo zakljuciti da moguci naboji 1
potencijali u P; uopce ne utjeCu na potencyal u P; sve dok je vodi¢ u P, na potencijalu @ = 0.
Ravninu koja razdvaja podrucja P, 1 P;, zato, smijemo pomaknuti u beskonacnost (Sl. 2).

Metalna ploca spojena je veoma tankom Zicom na udaljeno spremiste velike koli¢ine naboja
(na "zemlju") pa ¢e naboj g privuci na vodi¢ dodatni naboj suprotnog predznaka. Uzmemo 11 da je
g pozitivan, dovedeni inducirani naboj negativnog predznaka rasporedit ¢e se iskljucivo po
rubovima vodica, odnosno, po ravnini R. Unutrasnjost vodi€a ne sadrzi dodatni naboj (1ako sadrzi
elektrone 1 1one koji pripadaju vodiCu) jer se dovedeni viSak naboja brzo rasporedi po povrsini
vodica [3].

Ukupni elektricni potencijal @ u podrucju P, je superpozicija elektriCnog potencijala @ (r) 1
elektricnog potencyala @4 (r) plosne gusto¢e induciranog naboja o(r) po ravnini R. Na drugoj
strani, za 1zraCun gustoce naboja o potrebno je najprije naci ukupno elektricno polje E(r) = -VO®
u podrucju P; te koristiti rubni uvjet

c =g, E-n|, =—¢,VO-n|, (3)

gdje j¢ n normala na ravninu R usmjerena od P, prema P; [2]. Kako pronaci 1zlaz 1z ovog
zatvorenog kruga?

Rjesavanje pomocu razvoja u red po specijalnim funkcijama

Odabir koordinata u kojima se rjesava Poissonova 1li Laplaceova jednadzba ovisi o obliku rubnih
ploha. Pretpostavljamo da ¢emo na taj naCin raCunski lakSe zadovoljiti rubne uvjete ako je
jednadzba rubne plohe zadana konstantnom vrijednoscu koordinate (na primjer, z = 0 u zadatku
kojeg rjeSavamo).

Kao rjeSenje Poissonove 11 Laplaceove jednadzbe u razliCitim koordinatama, pojavit Ce se
drugacije specijalne funkcije. Na primjer, kod sfernih koordinata javljaju se Kugline funkcye, a
kod cilindrickih, Besselove funkcije.

Za problem toCkastog naboja blizu beskonaCne, uzemljene 1 vodljive ravnine upotrijebit
cemo cilindricke koordinate (7, ¢, z) 1 Besselove funkcie [4]. ToCkasti naboj smjestili smo na os
z, pa problem posjeduje azzmutalnu simetriju. Potencijal, tada, ne ovisi o koordinati ¢.

Ukupni potencyjal u poluprostoru z > 0 trazimo kao superpoziciju potencijala toCkastog
naboja @, 1 potencyala plosne gustoCe induciranog naboja po ravnini ®@,. Oba potenciala
razvijamo u red po Besselovim funkcijama Jy(k7) koje tvore potpun 1 ortogonalan skup funkcija
kod azimutalno-simetri¢nih problema [4]
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Posljednji korak u jednakosti (6) posljedica je linearne nezavisnosti Besselovih funkcija Jy(kr).
Uz dobivene funkcye A(k), 1zraz za potencial @, u poluprostoru z > 0 postaje
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Sto odgovara potenciyalu naboja slike g'. Ukupm je potencijal identiCan rezultatu dobivenom
pomoc¢u MS ¢ime smo valjanost t¢ metode pokazali to¢nim matematickim ra¢unom.
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