| POCETNE TEORIJE METALA.
KRISTALNA RESETKA

1 Drudeova teorija metala

1.1 Temeljne pretpostavke Drudeove teorije

Drude je 1900.g. primijenio kla&nu kinettku teoriju plinova (neutralnih atoma ili molekula!) naslo
bodne (vodljive) elektrone u metalu i pddap objasniti tada poznata elektra i toplinska svojstva me-
tala. U Drudeovom modelu elektroni se gibaju iztagozitivnih i nepomriinih iona koji osiguravaju da
elektroni ne mogu napustiti metal bez vanjskog djelovaajakater osiguravaju neutralnost i stabilnost
metala.

Osnovne pretpostavke Drudeova modela su stjiede

(i) Elektroni interagiraju s ionima samo prilikom sudara. |dmelva sudara, interakcija izme elek-
trona i iona te elektrona s elektronima se zanemaruije.

(i) Sudari vodijivih elektrona s ionima su trentie dogataji kod kojih se naglo promijeni brzina elek-
trona.

(iii) Vjerojatnost sudara po jeditnom vremenu iznosi/k, gdje jer vrijeme relaksacije(vrijeme su-
dara, srednje slobodno vrijeme). 8jno odabrani elektron u nekom trenutku u prosjeku se gibao
od prethodnog sudara u vremenua do sljedéeg sudara gibate se, u prosjeku, takier u vre-
menur.

(iv) Elektroni postizu toplinsku ravnotezu s okolinom samozksudare s ionima. Brzina elektrona
nakon sudara nije povezana s brzinom elektrona prije sisdareom, v€ je nasuntno usmjerena,
a iznos brzine ovisi samo o temperaturi ha mjestu sudara.

1.1.1 Aproksimacije u Drudeovom i Sommerfeldovom modelu

Drudeova i Sommerfeldova teorija sadrze tri vazne apno&sije:
e Zanemarivanje elektron-ion interakcije nazivaageoksimacija slobodnog elektrona

e Zanemarivanje elektron-elektron interakcije nazivagmksimacija neovisnog elektrona

e Elektronske brzine neposredno nakon sudara, ne ovise trariskoj konfiguraciji neposredno
prije sudara. Ova se pretpostavka nazpaoksimacija relaksacijskog vremena

1.1.2 Maxwell-Boltzmannova razdioba

Prema pretpostavci (iv) Drudeova modela, iznos brzieemah nakon sudara ovisi o temperaflima
mjestu sudara. Broj elektrona po jedinom volumenu s brzinama iz volumed® oko brzinev iznosi
f (v) d®v gdje je Maxwell-Boltzmannova razdioba dana izrazom

3/2
fW)=n ( ) e/l (1.1)
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VeliCinan je gust@a slobodnih elektrona u metah je masa elektrona, /az je Boltzmannova konstanta

kg =138-102JK?
=1.38-10 % ergKk? (1.2)

Maxwell-Boltzmannova razdioba u obliku (1.1) normiranagegustgu elektronas
J fW)d® =n (1.3)

1.1.3 Sudarna gustoa vjerojatnosti

Gust@a vjerojatnosti (vjerojatnost po jedémom vremenu) za sudar elektrona s ionom u trenutiana
je izrazom

g(1) = %e‘t/’ (1.4)

gdje smo elektron stiajno odabrali u trenutku= 0. Vjerojatnost sudara je

w(t) = J;g () dt=1-¢e/" (1.5)

1.1.4 Parametarr,
Parametar, je mjera za gusitu Cestica, a definiran je kao polumjer kugig je volumen jednak pro-
sjectnom volumenu pd@estici
3\ /3
oo (_> (1.6)
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1.2 Drudeova jednadba gibanja za elektron u metalu

Prosj&ni impuls elektrona () u Drudeovom modelu zadovoljava jednadZzbu

dp(r) _ p()
dt T

+F (@) 2.7)

gdje jeF () sila koja djeluje na elektronClan —p (7) /7 s desne strane gornje jednadzbe djeluje kao
"trenje”, a posljedica je sudara elektrona s ionima.

1.3 DC elektricna vodljivost metala

Gustda strujg i elektricno poljeE povezani su Ohmovim zakonom

E =0 (1.8)

c= (1.9)
m
gdje jee iznos elektrignog naboja elektrona
e=16-101°C
=48-10Pesu (1.10)



1.4 AC elektricna vodljivost metala

Stavimo li metal u elekttino poljeE = E (w) e7'®' (uz zanemarivanje magnetskog polja), gaatstruje
j = —nep/m i Drudeova jednadzba gibanja daju za eleéktu vodljivost

o (0) = —20

1.11
l1-iwt ( )
gdje jecg Drudeova DC vodljivost. Prilikom izvoda formule (1.11) pestavili smo da Ohmov zakon
j (r,m) = o(w)E(r,®) vrijedi samo ako je valna duljina elektromagnetskog polja mnogootzod
srednjeg slobodnog puta

l=vr (1.12)

Brzinav u (1.12) je prosjéna brzina elektrona pa jemjera za udaljenost koju elektron pdie izmedtu
sudara. Drugim rijéima, elektromagnetsko polje polagano se mijenja po dudjiednjog slobodnog
puta pa mozemo uzeti da je priblizno konstantno.

1.4.1 Kompleksna dielektrna konstanta
Iz Maxwellovih jednadzbi i Ohmovog zakona moze se izvéitimholtzova jednadzba za elekinb

polje koja je oblika
2

V2E + 2 (w)E=0 (1.13)
C
gdje je dielektrtna konstanta
¢ (@) = 1+ Fic (@) (1.14)

Ako je wt > 1 (visoke frekvencije polja), tada s€w) pomau (1.11) svodi na oblik

w2
e(@)=1-— (1.15)
w
Velicinaw, naziva se plazmenom frekvencijom

4 2
w? = ¢ (1.16)

4 m

Red veltine plazmene frekvencije jo, ~ 10Hz. Za visoke frekvencije je (») realna i pozitivna
ako jew > w, pa se elektromagnetski valovi mogiriti kroz metal, odnosno, metal je proziran. Za
o < w,, dielektrCna konstanta () je negativna pa valni vektor postaje kompleksanr=(w+/e (w)/c).
Elektromagnetski valovi tada eksponencijalno trnu i m@ateproziran. U sktaju o ~ ©, slobodni
elektroni u metalu mogu podrzavati titranje koje nazivgstezmenim titranjem. Kvanti energije titranja
nazivaju seplazmonima

1.5 Hallova konstanta i magnetootpor

Stavimo li uzorak metala kojim profje elektréna struja u magnetsko polje koje je okomito na struju, na
rubovima uzorka mjeritemo napon. Vazne fizke veltine u ovom eksperimentu snagnetootpornost

p (i) = & (1.17)

X

i Hallova konstanta(Hallov koeficijent)
Ey

JxH

Ry = (1.18)



Drudeova teorija za Hallovu konstantu daje

1 1
Ry =—-—— SlsustaviRy = —— (1.19)
nec ne

Ako struju vode elektroni, Hallova konstanta je negatiMda, mjerenje je pokazalo da Hallova konstanta
moze biti i pozitivna tj. nositelji naboja stupljine. OvuCinjenicu Drudeova teorija nije mogla objasniti
kao niti Cinjenicu daRy ovisi o magnetskom polju. Drudeova teorija potvrdila jesaga mjerenja da
magnetootpornost ne ovisi 0 magnetskom polju. PaZzljivijarenja pokazuju da ipak ovisi i taj se efekt
objasnjava pomoéu kvantne mehanike.

1.6 Toplinska vodljivost metala

Gust@a toplinske strujeg u metalima je proporcionalna temperaturnom gradijentu @algho male
iznose gradijenta
q=—«VT (1.20)

Jednadzba (1.20) naziva se Fourierov zakon. Cifdix je koeficijent toplinske vodljivosti (toplinska
provodnost). U pojednostavljenoj slici préumna toplinske provodnosti, zadobivamo
1 1
K = :—%vzrcV = :—%lch (1.21)
gdje se zav uzima korijen iz srednje kvadratne brzinegjaje speciftna toplina elektronskog plina pri
konstantnom volumenu koja je definirana kao omjer topligskapacitetaC i volumenal’
C
Cy = V (122)
Paodijelimo li toplinsku i elekténu provodnost Drudeova modela, te zamijenimic, s formulama
klasicne statistike fizike, dobivamo ,
3(k
. (—B) (1.23)

oT 2\ e
Time je Drude donekle potvrdio eksperimentalni rezultat, Wiedemann-Franzov zakoprema ko-

jemu jeLorenzov brojx /6T za metale priblizno konstantan. KonstantadZB(k z /¢)? koja se javlja u
Drudeovoj teoriji nije t@na.

1.7 Seebeckov efekt

Temperaturni gradijent u dugom, tankom metalngtapu popréen je elektitnim poljemciji je smjer
suprotan smjeru gradijenta. Ova se pojava naziva Seebetledgktom i vrijedi

E=SVT (1.24)
gdje jeS Seebeckov koeficijent
S=_-r (1.25)
3ne

U Drudeovoj teoriji zacy uzima se klagini iznoscy = 3nkg/2 pa dobivamo

k
S = —Z—B =-043-10*VK™? (1.26)
e

Mjerene vrijednosti su ha sobnoj temperaturi oko 100 putajenad vrijednosti u (1.26).



2 Sommerfeldova teorija metala

2.1 Temeljne pretpostavke Sommerfeldova modela

Sommerfeld je 1928. g. na vodljive elektrone u metalu pemip principe kvantne mehanike. Elektrone
je razmatrao u aproksimaciji slobodnog i neovisnog eleldrabogtega ovaj sustagesto nazivamo
slobodnim elektronskim plinomJednoelektronska Sadingerova jednadzba tada glasi

2
2V (1) = £y (1) 2.1)
m
gdje je€ energija jednoelektronskog stanja. Vodljivi elektroni atalu su sustav ideidtiih fermiona, za-
dovoljavajuPaulijev princip isklju¢enjai slijede Fermi-Diracovu (FD) razdiobu Zbog velikih gustéa,
sustav vodljivih elektrona se na sobnim temperaturama §ana izvrsnoj aproksimaciji, kao da je u
osnovnom stanju, odnosno, na temperafusg 0.

2.2 Born-von Karmanovi rubni uvjeti

Gibanje vodljivih elektrona ograé&no je na unuténjost metala zbog privtme interakcije s ionima.
Zatatenost elektrona u metalima uZsmo u obzir pomeu najjednostavnijih rubnih uvjeta za valnu
funkciju. Naime, @ekujemo da volumna (bulk, masivna) svojstva, odnosngjss&ou unutranjosti
makroskopskog uzorka, ne ovise o obliku uzorka (geomgtgjidetaljnim rubnim uvjetima na posini
uzorka. Uzmemo li da uzorak ima oblik kocke s bridom duljihé volumenaV = L3, Born-von
Karmanovi (BvK) ili periodicki rubni uvjeti glase

w(x+Lyz)=w(xyz)

w(x.y+L2)=w(xy2)

wxy.z+L)=w(xy2) (2.2)
2.3 Jednoelektronska stanja i energijske razine

RjeSenja jednadzbe (2.1) u podju volumenal” su ravni valovi

1 ik-r
ywi () = — 2.3
(r) Nz (2.3)
gdje je energijska raziné povezana s valnim vektorokirelacijom
212
& = L (2.4)
2m
Zbog BvK rubnih uvjeta valni vektok ima oblik
K =27mx 27n,, 27n, (2.5)

T e + 7 e + 7 €,
gdje su brojevin,, n, i n, = 0, £1, £2, ... Uz valni vektor, kvantno stanje pojedinog elektrona dereo

je i projekcijom spina na os kvantizacije (udhjeno se uzima-os) pa ukupna jednoelektronska valna
funkcija ima oblik

1 ik-r
Wks, = ——e€' s 2.6
.= = (5) (26)

gdje je ¥ (s.) spinska valna funkcija, odnosno, dvokomponentni spisyin-up ili spin-down

(1)(3)



2.4 Gustaa dozvoljenih valnih vektora

Sukladno (2.5), u prostoru valnih vektora Aiprostoru, broj valnih vektora po jedériom volumenu

k-prostora glasi

14
2.8
5.3 (2.8)

buditi da se u volumenuAk)® = (27)% /V nalazi t@&no jedan valni vektok.

2.5 Zamjenak-sumacije sk-integracijom

U graniciV — oo je (Ak)® — 0 pa sumaciju po valnim vektorima smijemo zamijeniti integm

1 d3k
Jim = Zk" F (k) = J (zﬂ)3F (K) (2.9)

pri Cemu pretpostavljamo da se funkcifa(k) polagano mijenja po duljini reda vélne 2z/L. Pri-
mijenimo li (2.9) na konénom, ali makroskopski velikom volumerit, ustvari pretpostavljamo da se
vrijednost (¥V) Y, F (k) zanemarivo razlikuje od vrijednosti 2&4 — oo.

2.6 Svojstva slobodnog elektronskog plina u osnovnhom stanm

Na temperaturl” = 0 elektronski plin u metalima je u osnovnom starjitelektronskom stanju najnize
energije. Krenemo li od stanja= 0 s dva elektrona suprotnih spinova, osnovno stanje dobijeto

da popunimo svih dozvoljenitN kvantnih stanja{|k, s;)} unutarFermijeve sfere zamgljene sfere u
k-prostoru na kojoj se nalaze elektroni najhi energija. Primijetimo da degeneracija raste kako raste
iznos valnog vektora zbog izraza (2.4).

2.6.1 Fermijev valni vektor

Polumjer Fermijeve sfere je Fermijev valni vektor

1/3
)

kp = (37°n (2.10)

gdje jen elektronska gustm,n = N/V. Fermijev valni vektork ~ 10°cm™?, a de Broglieva valna
duljina koja odgovara Fermijevom vektoruje~ 10 8cm = 1A.

2.6.2 Fermijeva brzina

VE = — (2.12)

Fermijeva brzina jer ~ 10°cms™.

2.6.3 Fermijeva energija

Fermijeva energija je nada jednoelektronska energija u osnovnom stanju

e
Ep = (2.12)
2m

Fermijeva energija j€r ~ 1 —10eV.
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2.6.4 Fermijeva temperatura
Tr=— (2.13)
Fermijeva temperatura jgr ~ 10* — 10° K.

2.6.5 Energija osnovnog stanja

Neka jeEy energija osnovnog stanja za slobodni elektronski plin.tGasenergije osnovnog stanja glasi

Uupg = E = d3k h2k2 = i th}S: = §n£ (2 14)
TV T i, 473 2m 22 10m 5 " '

2.6.6 Prosj&€na energija pocestici

Ey, 3

2 =-Z¢ 2.15

= = 2&r (2.15)
2.6.7 Tlak elektronskog plina

2

P = gngF (216)

2.6.8 Modul stlaivosti
1 2
B = ? = éngF (217)

gdje jeK kompresibilnost. Usporedba s eksperimentom daje dobaetiine zaB ~ 101°-10* dyn cnt?.

2.7 Kemijski potencijal

Helmholtzova slobodna energija je termodinamtki potencijal definiran relacijon¥ = U — T'S, gdje

je U unutr&@nja energija, " apsolutna temperaturad entropija. Za reverzibilni proces u kojem je

T = konst. negativna promjena (smanjenje) Helmholtzove energijéagagednaka je maksmalnom

radu kojeg sustav moze obaviti, a ako je dodatmd + konst., Helmholtzova energija se u procesu ne
mijenja. Veza Helmholtzove slobodne energije i parti@jslinkcije Z glasi

e FIksT = 7 (2.18)

Neka promatrani sustav sadiXi Cestica i ima slobodnu energijiy. Kemijski potencijal definiran je
relacijom
U= Fnyi— Fn (2.19)

2.7.1 Svojstva kemijskog potencijala u elektronskom plinu

Na apsolutnoj nuli kemijski potencijal podudara se s Feawan energijom

m u(T) = €r (2.20)
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Za sustave makroskopskog voluméra velkim brojemCesticaN vrijedi
F(N,V,T)=V f(nT) (2.21)

gdje je f gust@a slobodne energije. Tada je

(3 (2 (Y
- (2),-(8) (%)

gdje jeu = U/V gust@a unutrdnje energije s = §/V gust@a entropije.

2.8 Fermi-Diracova razdioba

Fermi-Diracovu raspodijely; interpretiramo kao vjerojatnost zaposjedalkvatnog stanjas energijom
E; natemperaturl. Takader, FD raspodjela bréano daje prosfean broj elektrona u jednoelektronskom
stanjui na temperaturf’. Fermi-Diracova razdioba glasi

1

PE—1) 11 (2.23)

fi=

gdje jep = 1/kgT. U osnovnom stanju, n& = 0 sva su stanja ispod Fermijeva nivoa popunjena pa
vrijedi

f[=l, 8[<8F

=0, &>¢&r (2.24)
Formula koja s&esto koristi jer dobro vrijedi i na sobnim temperaturama je

. Ofi

#To 3 = 6 (& — ) (2.25)

2.9 Gustca stanja

Gustda stanjag (€) je broj jednoelektronskih stanja u intervalu energifa § + d€] po jedinicnom
volumenu. Drugim rijéima, g nam pokazuje kolika je degeneracija energijskog ni€o&Za slobodni
elektronski plin, gustea stanja dana je formulom

2mé& E
E —, &€>0
g(&) = \/ 2 zsp\/SF

= O, E<O (2.26)
2.9.1 Gust@a stanja na Fermijevoj razini

k
= e (2.27)

3n
gr) =221
g (EF) 28, = Wen?

2.10 Sommerfeldov razvoj

Neka jeH (&) analiticka funkcija u okolini téke& = i f(&) FD raspodjela. MoZe se pokazati da tada
vrijedi Sommerfeldov razvoj
S u 2 dZI
J H () f (€) dE= J H (&) dé+ Z a; (kgT) T
—° - 1=0

E=p

- r H (&) d£+— (kpT)2 H' (4) + %)(kBT)A' H"” (1) + O (k‘;T> (2.28)

gdje suaq; bezdimenzijske konstante reda ¢ate jedan.
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2.11 Toplinska svojstva elektronskog plina

Promatramo slobodni elektronski plin makroskopskog vanad na temperaturi”. Fermi-Diracova
razdioba dana je funkcijoryi (€ (k)).

2.11.1 Gust@a elektrona

Broj vodljivih elektrona se na mijenja s temperaturom pa ozdtantan volumen vrijedi

2 d3k
n= ;Zk:f(é‘(k)) - Jﬁf(t“(k))

o Er
=J d€g (€) f(£)=J dEg (€) (2.29)

—0o0 0

2.11.2 Gust@a unutrasnje energije
Prema formuli (2.9) vrijedi

3
Y fE®)EK) - Jj—ﬁ’f,,f (€ (k) € (k)
k

u=

<IN

[ee]

—_—

dEg (&) f (&) € (2.30)

—00

gdje jeg (&) gustda stanja. Primijetimo da je formula (2.30)&gmitija od Sommerfeldovog modela i
vrijedi za elektrone koje razmatramo samo u aproksimaeijivisnog elektrona.
Upotrijebimo li Sommerfeldov razvoj délanova redd™?, za unutr&nju energiju mozemo pisati

51: 2
"= J dEg (£) € + % (ksT)? g (EF) + O (TY) (2.31)
0

gdje je prviclan s desne strane u (2.31) jednak gtisemergije osnovnog stanja. Upotrijebimo li
eksplicitni izraz za gusfau stanja (2.27) dobijemo

2

- n
u=uot o (kgT)? (2.32)

2.11.3 Specifina toplina

Speciftna toplinacy je toplinski kapacitet po jedishom volumenu. 1z (2.32) slijedi

du ﬂ'2 2
Cy = <()_T)n = gg ((E'F) kBT (233)
odnosno iz (2.27) je
n? (kgT
Cy = 7 (g) nkB (234)

2.11.4 Specifina toplina metala na niskim temperaturama

Uz elektronski doprinosc 7', metali imaju i doprinos specitfinoj toplini uslijed titranja kristalne getke
koji je na niskim temperaturama 7° pa za ukupnu niskotemperaturnu spéciti toplinu mozemo pisati

ey =yT + AT® (2.35)

Eksperimenti pokazuju da Sommerfeldov model daje dobarvedidine za koeficijenty koji opisuje
elektronski doprinos.
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2.11.5 Kemijski potencijal

Kemijski potencijal do drugog reda po temperatlinglasi

g' (EF)
g (&r)

7[2 2
u=Er— 3 (kpT) (2.36)

5to uz gustou stanja (2.27) postaje
1 [ nksT\*
=&p |1-= 2.37
w=tr [ 3 () ] (237

Iz (2.37) zakljitujemo da u gotovo svim gstajevima kojecemo promatrati i za kojégT < &Ef ,
mozemo uzeti da vrijedi

U~ Ep (2.38)

2.12 Sommerfeldova teorija elektrEne i toplinske vodljivosti u metalima

Sommerfeldov model daje mnogo bolje rezultate u odnosu naldav model ako se za opis pojave
mora koristiti raspodijela elektrona po brzinama. Drude@det upotrebljava Maxwell-Boltzmanovu, a
Sommerfeldov model FD razdiobu. Na primjer, bolji rezult# dobivaju za srednji slobodni put koji u
Sommerfeldovoj teoriji iznosé= vt ~ 100A tak i na sobnoj temperaturi jer smo za brzinu elektrona
uzeli Fermijevu brzinwg , umjesto brzine izrieunate pomeu klastne statistike fizike. Sléna po-
boljSanja dobivamo i za toplinsku vodljivost te Seebackov kgefit zbog togato uzimamo specinu
toplinu (2.34), a ne izraz koji daje kldsia statisttka fizika. Wiedemann-Franzov zakon ostaje gotovo
nepromijenjen u odnosu na Drudeovu teoriju

K 72 [k 2

Rezultati za DC i AC vodljivost, Hall koeficijent i magnetpotrnost su identini u oba modela. Na-
ime, klastna fizika je dobra aproksimacija sve dok netaneosti poloZzajalx i impulsaAp elektrona
zadovoljavaju relacije

hkp > Ap
Ax > ry ~ 1A (2.40)

u skladu s relacijama neodrenosti. Klasian opis nije mogti ako prilikom r&unanja moramo znati

poloZaj elektrona ttno do na prosfgan mefuelektronski, odnono, ndgiatomski razmak. Za elektro-
magnetske valove valnih duljina vidljive svjetlostije~ 100A. Elektromagnetsko polje sporo se mije-
nja po duljinirg , prakténo je konstantno pa su uvjeti (2.40) dobro ispunjeni. N&égrea rendgenske

zraked ~ 1A i uvjeti (2.40) nisu ispunjeni.
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