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KVANTNA MEHANIKA
Zadaci za vjezbe 15. 4. 2025.

9 Postulati kvantne mehanike

9.1 (a) Dokazite sljede¢i identitet:
[AB, C]=A[B,C] +[A,C]B
(b) Upotrijebite fundamentalne komutacijske relacije i dokazite jednakost
[x", p] = iAnx"t
(c) Svakoj analiti¢koj funkciji F() gdje je & varijabla, moze se pridruZiti operator F(A) gdje je A operator na
sljedeci nacin:
F(A =) aA"
Pokazite da je
[F(x), p] = inF'(x)
gdje crtica oznacava prvu derivaciju.
(d) Zadan je operator F(A) gdje je A hermitski operator. Ako je
Ale) = Ao
jednadzba svojstvenih vrijednosti za A, kako glase svojstvene vrijednosti za F(A)?

9.2  (a) Pokazite da vrijedi

ei§ pl/h qefia; pih _ q +§
gdje su q i p operatori (generalizirana koordinata i impuls), a ¢ je parametar. Eksponencijalne funkcije u gornjem
izrazu su operatori definirani na sljedeci nacin

eiép/n — ii(%]n

~=n!
b) Uz pomo¢ gornjeg rezultata pokazite da je
( p gornjeg p ]
=M F(a)e M =F(q+¢)
za operator F koji je definiran kao

F(@)=>a,0"
n=0

gdje su a, koeficijenti reda.
Uputa: Za operator G(p) oblika (gornja eksponencijalna funkcija je takvog oblika!)

G(p)= a,p"
n=0
i operator g vrijedi relacija
[0.6(p)=in ">
ap

Iskoristite gornju jednakost za dokaz pod (a).

Operator T = e’ naziva se operatorom translacije. Za dokaz pod (b) koristite njegovo svojstvo unitarnosti
T -T=1

gdje je 1 jedini¢ni operator.

9.3  Upotrijebite relaciju za vremensku derivaciju prosje¢ne vrijednosti operatora
d i aQ
—_ — H’ +(—=
${0)-1in.a)+{2)

da pokazete da vrijedi
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) =2(m)-(x& )

gdje je T kineti¢ka energija (hamiltonijan je jednak H =T + V). Provjerite da je u stacionarnom stanju lijeva
strana gornje jednakosti jednaka nuli. Ono §to dobivate je virijalni teorem za kvantnu mehaniku

2()= (x5 )

9.4  Zadana su tri hermitska operatora: A, B i C. Pretpostavimo da je
[B,C]=iA
[AC]=iB
Nadite donju granicu za umnozak opoc gdje je hermitski operator D = (1/2)(AB + BA).

9.5  Zamislite sustav u kojem postoje samo dva linearno nezavisna stanja:

o) )

Tada vektor stanja u najopcenitijem slu¢aju glasi:
a
') =a|1>+b|1>=(bj ,

gdje je |aJ? + |b]> = 1. Pretpostavimo da je hamiltonijan zadan matricom u bazi {|1), |2)}

o)
g h

gdje su h, g realne konstante.

(a) Nadite svojstvene vrijednosti i normalizirane svojstvene vektore za H.

(b) Pretpostavimo da je sustav u t = 0 u stanju |1). Napisite vektor stanja sustava u trenutku t.
(c) Kolika je vjerojatnost da je sustav opisan u (b) u trenutku t > 0 u stanju |2)?

9.6  Razmotrite hamiltonijan H = Ho + V gdje su matrice za Ho i V u bazi koju tvore svojstveni vektori za Ho ,
jednake

g 0 - 0

0 & 0 11
Ho=| . [ .. .| V=254,

0 0 - ¢ 11 - 1

n

Pokazite da je jednadZba iz koje se mogu izracunati energije E za hamiltonijan H jednaka
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