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16 Identi¢ne Cestice

16.1 Pretpostavimo da promatramo tri ¢estice u stanjima wa(X), wu(X) i wc(X) (u svakom stanju to¢no jedna
estica). Ako su ova stanja ortonormirana, napisite valnu funkciju za sustav ovih Cestica:

(a) ako estice mozemo razlikovati;

(b) ako su Cestice identi¢ni bozoni;

(c) ako su Cestice identiéni fermioni.

16.2 Zamislite dvije neinteragirajuée Cestice, svaka mase m, u potencijalu 1D harmonickog oscilatora. Ako je
jedna &estica u osnovnom stanju, a druga u prvom pobudenom stanju, izradunajte {(X; — X2)?) pretpostavljajuci:
(a) da Cestice mozemo razlikovati;

(b) da su Cestice identi¢ni bozoni;

(c) da su Cestice identi¢ni fermioni.

16.3 Dvije Cestice spina 1 koje nisu identi¢ne i kojima je orbitalni angularni moment nula (nalaze se u s-stanju)
mogu imati ukupni angularni moment jednak 0, 1 ili 2. Pretpostavimo da su Cestice identi¢ne. Koliki je ukupni
angularni moment ovog sustava?

16.4 Promotrimo tri identi¢ne neinteragirajuce Cestice spina 1.
(a) Pretpostavimo da je prostorni dio vektora stanja simetrican na zamjenu stanja bilo koje dvije Cestice. Koristite
zapis spinskog stanja u obliku |1)|0)|1) za esticu 1 s projekcijom spina ms =1, Gesticu 2 s ms =0 i Cesticu 3 s Ms
= 1, itd. te napiSite normalizirano spinsko stanje sustava u sljede¢im slu¢ajevima:

(i) sve tri Cestice su u stanju |1);

(i1) dvije Cestice su u stanju |1), a jedna u stanju |0);

(iii) sve tri Cestice su u razli¢itim stanjima;
(b) Pokusajte ponoviti racun pod (a), ali sada ako je prostorni dio vektora stanja antisimetri¢an.

16.5 Promotrimo sustav od N neinteragirajuéih estica spina 1/2. Cestice se nalaze u potencijalu harmonitkog
oscilatora kruzne frekvencije .

() Kolika je energija osnovnog stanja? Kolika je Fermijeva energija?

(b) Pretpostavimo da je N jako velik. Kolike su energija osnovnog stanja i Fermijeva energija?

16.6 Hundova pravila sluze za izra¢un ukupnog angularnog momenta u atomima. Kvantni brojevi S i L odnose
se ukupni spin i ukupni orbitalni angularni moment sustava elektrona, respektivno. Kvantni broj J ozna¢ava njihov
zbroj, ukupni angularni moment.

(a) Prvo Hundovo pravilo glasi: u skladu s Paulijevim principom, stanje s najve¢im ukupnim spinom S ima
najnizu energiju. Sto ovo pravilo predvida za pobudena stanja helijevog atoma?

(b) Drugo Hundovo pravilo glasi: za dani spin sustava, stanje s najve¢im ukupnim angularnim momentom L, u
suglasju s antisimetrizacijom, ima najnizu energiju. Zasto ugljik nema L = 2?

(¢) Trece Hundovo pravilo glasi: ako je podljuska (n, I) popunjena najvise do polovine, tada najniZa energijska
razina ima J = |L — S|. Ako je podljuska popunjena vise od polovine, tada najniZa energijska razina ima J =L + S.
Primijenite ovo pravilo na atom bora.

(d) Upotrijebite Hundova pravila i ¢injenicu da se kod elektronskih sustava simetri¢no spinsko stanje javlja uz
antisimetri¢nu prostornu valnu funkciju (i obrnuto), te izra¢unajte ukupni angularni moment u ugljikovom i
dusikovom atomu.



e
(o) Cethee koe motewo lartkoah '— andw @rhed
M(ﬂn"z.*&) = "‘*\’aﬂ‘ﬂ"l’s(‘z)’q’c(’(&)

’L\/q \’\Puﬂ’\‘/c AN OV"OCL»OWWW JQA&{Q 7>Q VV'?eC(J

«
g“ ("M"ll’(;) M % K 1) X i Sl Xg =1

(5) oo’ oy e arolice Frulagu
(XY = A { Aty ()b () b, () + Pl X 2) i (xa) b (53)
+ o (ka) i bip () b (4a) + i (a) g (33 e )
+ Fala) () W) 1 halxs) %&M“ﬂ

Kouddoula. A (e [covshedlo mwe.m%e

4

A~ fc

Valiraa ;FMKM-QAJ‘\ A ol euo &aplkj\ . To(,(wcr\,( M
Wa () WL A (1)
M ("1 X1 IKB) =a /\'\/0‘(“’\ ‘\{"o(x‘> U ( ’(7,>

Mo (63) A, () P, («43)
Me 4 M (%q %7 %)) Mefaour ,'ﬁ(,bq[ctﬁq 2

16.4-4




() dermmionl mogu  awh tiehiin voluy fuslegd
rq)q(x.\\ n\,s(xﬂ ’\Pc,(’(a)
Wohds) = B b n) ey () b ()
b (%) AP () ()
quwluuuw L dvawa Cheawme Wauhia 95*:723\) Zagene ne
tetel a ddeniusuln No) 'Z-%w,{% edeba, dovods ol

2“0“"""1‘;“"‘2‘ pwwu do@m'uo&"@ P fe uV/;’z MhM:M'
'Zadouaa@e@ .

A6.4-2



Ozuadiwo osuwovuo nT"a.tj:g, p Moy o prvo pobudewo o LL,;.
Valie fwMQQé»fu%aodchqM%; ﬁu45kgﬂwQa "

w, ()= (—{%%—’)”q e =

SONe N =R
L (4K = S P (k) Ty iy ey
- 5 ;gf(mwld;gclx,_ —zj 2, Xy (mP{Zc""(«"("L
N jxf’lfkl/llcl‘«"("?—

(=) Ceshie kooﬁe wotewo tozblecuah’

AP (% X = M, (K) A%
g «F ) AtadA - 5*3 ) o= 5,

Y v
5744 ‘ Iy E Ak, Ay = 5’(4 A, alxqsz M, Xy

= < 7<47o <x2>’\
SK? |ﬂt/ll c‘i’&d")_ = j XZ'L UAL(XL)AXL? < X; >4

L) Y= R = 2 ERK0D, + (A,

Niryolun' oo £ O+ 2 h 2k

, AV ) = o T — =

f.’ZL(T)A ={= Zmw 2md muo
Je e %), =0 eg neponarh’ efuq/ajje wa Aviehdio.

mterva
' 16.2-1"



<‘o§ A (C.)

bozowis  ap(%),4) = iz [M"C’(“) Aol + Al (x) M4(m]
ﬁerwatow N (%41

-

(‘: [u (%4) 4, Xz,\ A (;()M4 (&)]

5 A \"\)l dn, dx, = Ai g Lu(x)u(x)Jr A, (x))qq(,)]aw‘

L ,u, dx dx
e, A 2

+ S ,<4 A, 0@1) I, (xL)M,“ (%) u4[xL) dx iy

+ Az 5#,‘2”/{402 w2 olk, Aoy
NDvwch mleaqral | wado y.a.?
bo

§ () ga)dn = 0

B e
Dwa,u«bo:

= : L0 tul / 2
SX,‘ lf\{/’ O[,('\AXL —ZSK/‘ Mo AX,' --Q-'z-fx’l 44414)(1

3 <’<4l7 + L <"41>

S 7<4 Xl \/\-‘Jllél%,‘cl)(]_ = -“j\, 5 u (;(,,) M ()(L>"l’(4°lxl
T S )uo(’(u)’“ (x4) ‘(X,_)ol’(‘alx,‘
+ "Z j Xy M (XL M,, r<4\cl;< J;(Z_

46.2-72




-—

. ‘
3 SN Y, T <x 704 < "17@,‘ + %\, SAIRE OV

Inkgul j xf'{»q,;lalqux,_ fedual & Proow e raly

5)(; l"-HLA"f\.dx't = ié <K7_1>o T A‘Z_ 4)(; >,(

Treba 'va'uuivuh do mu P/)""'leq”““f" i1 X l/aw,o,(,le f""’?‘?‘n%{'p'

Pg\ ih LLUOW o lcou OZ\«LQCT(Z‘ A X
CANE LT KT, ) e s exde= L,

16 0

Jous w3
M W I
CComtdy = MY w (K00, = 20, F 2K

U odwobn  aa. cehed &g& wwoleo voywumdﬁ’,lamb/u,

o T 21 Kual -
T

i 1

<>47o4 = 5 X ’Mo‘%“‘ ol)( - %—w‘—w
- o
P t = Zﬁ_ — b = _E_ .
<( 1X) - 2/’2%11,0 s (boiow)
X 26 b _ 2%

<(’<«‘°(L) Y= —w\—u\;_{- Zzwuo- e (-@Eﬂwow)

1642-3



Mozewro Za[:q%{h’:
4, Podohu' ftau kod ferwueua 1 borowa sadrm’

*
< 74704 = 5,( ,%) M,;‘, a X

© A0} O O U

© PPCICMW ratuih ,—fu.ulc(,,.fq
2. Fro e diyy o oy P»dw‘ma,q' ¢ olo (e pileucyalia
2megua 2wedu duje e x &%)ty teda
Vicluo da. C[‘e ,ulcq()u.q w&%d oo {moa& nesto
’POV\'FWQ) a [«.oc/ %%OLLQ e Sto Aurewa  Aa ooluona
a lC(ohCl:e Cerhes , ’Jn‘egmﬂ *b,:q_
S.ﬁ(%,ﬂxz)uo(&)/uo(%l_)"44('(4)/(44(xz')cl)(.,o{xl_

wo oo Iéko,m,éow lt}mﬁaé . Koo da /W

denioua ;z:dody ke pu €-”r\7'e‘ y @ /WL foZol p-h'véa@u#'
(cxd/\oua,e .:baq!)- To J;_ poslreclta S/M%e'
Vet rfwlcu,,.é.

ik, 2- 4



W b 2a. Clebscl - Gordawoe  Eochibgadle 12abemno podiablic
{ xA. Pogled wa a‘mﬂa epuos, auﬂuzawo@ owedla u,oucﬁ1é
da ma neua Fama oruehu@ | q veba, auhliuehcuq.
Na puuyey stause

l();=2 ym=A)y = F—i [ Wy =4, w,=0) + E | wy =0, wy=4)
[ stwehuo Stawe’. Ng duug < Jco,w) S‘Eu.:jé

[g=4 =1 =Elw,,=4, wl:¢> "E [wy =0y 4tp=1)
e ouh hmebno . Uspano &' ua S'fa/u\»’ci weitwo ‘c{q WH‘QL\LJQ‘
A }-.o A;J':;z, simehacu x owoy OO\.;/I o,uhhl-U&,\d"L:Qc
Za dia (deyhiua toroba opuwa uleqpud apiu sudfava,

woze bR nawo ‘eo(u«qka o 2. )

A

4'}:61 3-4



(o) Prosfonu dio wolire fuulaye J_e_ smefntau po spincles ol
wava. bih' Takodter olwm?@J;w ne ladi' o bao'uq. Tada

JQ WWP% el -@JM(CL;/’-Q, Olw&'{\«'c\m.
(C) [ =101y 1A |
() %2y = 3 (1In1ey +1 NSV 1Y +10311) 11))
(e | X5 = v.—'_-é(l»\);o}[—«) +14) F)SY +[ S 1) (-1
[N ]= )[4 + =DOY [4) +1-1) (1) 0))

(B) Za stutzere (1) 4'(«r) ne woltuwo wopish ~puite volue
-:fuMlCu,{e, . 2Za (L'L‘Af) [ UAOMLO

A {"> lo) 1"4>
[ X222 114y Jo) [~ 1)
1) 19) 1-1)

~ (Y10 =) =AY =1 [0) = [OY [N =17 + o) =13 /1)
+ \—4>l4vlo>4l-4>107i47
Uzmwiuwo %a,w,eu:«« ceshee 213
LAY =) =1 AV 0YI=1) =| ) =) A +10) (1Y 1=1)
e |- =[~1) (4} ]2
= = (11019) -1 — [N =NIY=10%11) =1 + (oY (= 14)
N P TP S I e

46.4"4 !




PaDATNO
AL AA s

ge&’wp cedredin ' kobles (e ulk,u/:u,{ pptn 22 nelo od L(,Oo{dwa«.
atmefrCele 1 owh hiuefaral, Sjafvga
Na»’fu,fe cewo -zécgjl#‘ spin 2a 2 c}/r/w‘ee) a b a(oﬁ,m 2boop h -
n heceay efow .
Zo. cl'bi& C\C—Iﬁcz, an,a_, A )ulcu,)u.,' optn /e,
042 = [/54 -'/3)_/ Y A’,"T'Al
= oMz

Alo +o 290w A Preoun Cohcoun

= 4

Ngy = 4)' Q1= (0,4,1
M= 2, A= 4,2)3

Sfau»,t /70,,> 1% (l;) «oofs @dqoocwq, N=3 . ,(/qme) %LDJ% ¢’
I\ A\ e e

woppuge olvige Debee

I/)n-‘-?.) My =2 = [ 4) [

Z2oguo & Vg2 =2 4 371 S m Tabba” 2X4 o -G [Cocf—w?uz:.@)

Wiy =2, ez =q) = [N=3 =3
Je rif‘avu,/e. M(W/‘)u.c? r/alu,q A=7
S'twu»le_ lXQ) ora bR oSlca_
M=) My =)+ ¢ | M =2) [wy=0)

Tebla P.oa,oda"r fiojé. ?fw:jq |‘M"_ =77'> da?u /COLUQLM /7{,2).

16.4-2



it vl o et Ao et (v <2) i
(011-2) M“Q)* (=1 my =)

7,{ Prrow o (M?: C.,‘)) S‘,au;te., /f«g{t’- oclgom»'a oluiouu S to
teloo dbith Ba [ X, [€

[Py =2, Wy =4 = F'Z- lw4=4) WZ—=°> T {TE I“i,,=o', Wa= 1Yy
U Fabties 2x A (26
1e

\A:?) | W‘—'?.> = \(-% .IM41=2| VVI'3=O>,‘.- /—%-. {sz:’t) “43‘-'-'/[>

o? /)41_:2 e ,/-h’:/l) ")7}%(1{ QICA'P“A?' SPIV)‘q

Odaewe & <, = L Cy = 4 U naveol eut lr;o(uqlwt’ﬁ .
— 1 o o

=t (VA4 (o) 4 14>to)|47+! 5l4>(47>

(‘:( Np =2 w«.4,-z)|o§+ (2 1A =2 Wy 4)(”13)

F Il""n—’z wy=o) t (‘3 | Wy =4 “"3”‘»

= [ H=3, W=D

n

i

SCone bitwo faluuwad’ U 2a fé?‘a-«'&q' pod (L) L pod (L—») , oy
| Xy whe svgbens Fee 2a Wl spin. ) doks stauge ped (v)
lura u\mm‘q’:m Jeol,uak O.

.,{‘.:'_'ffé"\q _5



m,

(a) Haw’ﬁ”owjal«z\ fwt"tﬂ'lob

2. ) e

Stauge kg}{u OP;'W feruwiow o-—-il

n, A2
qdie (€ 2 ?.a,eka,'(éx opfma UOL 2-cK .
Formiow ve suga bl 4 diat it biadha Hawa yena
Poclieroms pruncpls skGulens@. Jhi eutrigyu megu weh: Sato
2 Teshte | Jedua o favga 11 ) a diga u daggy 145,

Neka J:d,.?‘ Ceshca N pawau | N 272, Ehevglj'q oSwomag,

n?f% ruitava (T 0>M .
E‘c’):zt‘w2<“+—>"2*\w Zk+; 114]
= | K==
- Qhw-[]{ %—/b%—f-;\—/%
- tw/%f“

Femﬂ% eua/q[,{év I.e A,uollreca e“QVCi(?Q, &IOJAA —Peﬁu-(bu "RP??Q
llAuJ\'M Su,?{"am

EF:?«TLO %*4)*%] = ,‘:T.i\’;’(/\;-,,)

4‘6.5”’1



)

Nelio ,e, fxaa[ Ceshea Wipavw) N2z AL Ehei%c';\ o)—u,owo?
fa?fa/taa nu?ta"a«

)
N
st
- o
z
)
w
c
1
+

i)
5
©
—
Z
N
>
G
,«’-
~
N >~
e

(6) KA

16. 92



() Pobustewo. rToa.’al hetyja : fedou (e debbey U onouow
&*xuﬁul,a Owkﬁk:AA ?OQUéhuauJ; | |
Za oﬁbt.e,%[, clebha’ wn u Tplefion Ja“z‘“ ‘zﬂ.tf-
MquP\,u' SP"“" S =1. 20‘.«?4!4‘46&;7‘) dﬂ@?(fow e VI ”’“—7“«0‘«
rr’b?&?u. na S=0. |
Or’(‘o‘ae&a'" (L U W‘/‘?"éu' Prewuo Fnudorcy /‘me.fu?
fo e 2auta toduo. ’ |
(b) Uﬂg}km ¢ elebboue A‘anqwow,q <,[e.
. 2 2 2
1N ZO'ZF
%ouuz/&%q,o /)au,u,o‘ W) ﬂc,/zo/xu.o,aa,‘q M;atﬁu (2/;7-)' ?Muaq
A Huudovan Pw-ﬂq/ dva eldiloua M%} = Pa « racl
o #/a(ehw / tniefa ot o?‘auﬁu' . Padony " deo w»&e(fw%e'
wovo A ouwhbhudiuy, Oh eelbeue gy €=4 pa u b
Axq wduwuo da 2 fﬁ‘.aa—yé L=2 (“{W/aw'mfuéam‘amd)
gm\yj;'c‘);)‘ O?faa«u ﬂwu7e'-/a L=4 [ md ouq L=0 fobodey

M'Ehbub‘ﬁffa‘
() Bor imwa b elekbouo m&ﬁmq%
407_ o ZP»\

Zadwa fedfuibha (?_p> popuyena @ “arge od Jelonue ya

WALRAALD

i
5=3

L =4

J=lt-s|=%

46,6 -4



Speldrodhap i oczwalca
254

Ly

e S b PO ) ] g’ cugubon o) o L

o2walca 2o, Todq“r&,q H S' PI D/ F (SLGIP/ PMV\QFO—Q[ 0(4#(41'()

;fmdaowﬂaﬁ) A oolqovaua L=40/4;2,'-3.

29" bov ‘c L= A4 ?q [ e

pl/?_
(c‘> M uwwa 6 edhoua t'(@u%gwa%
' 2/512[32'

Pod (L) ~wo 1waluucd da (e L4 « S=24. Tade e
"2 = |L-S|=0
épcwosloorvﬁua o nalio.

°p

o)

Dudlle wa 7 debdoua 1 koupgurougu

A nF 2AF2 Ps

Pewa 4 Huudowws pantn S= 3, T jo daye swhrils,

vo iy LS [1E) =111y Dote) docge ool
W wonenle wwna WA alh huehc wo. &wﬁuu/ e elbdi-
/""",LSE‘L“. Cprinsk. i ’r“g‘*‘:"@) o) fo wo v bt & valrlony'

or bbb iae (7@4’) )T%L‘J\tfxlﬂ,u tblidow ”M'«‘ (F2=4yme=-1)
o(w/«TM [m=d ) mag=0) | a het |1np=h)ue=4), T2 2woddha

7.4 (5) ) auh hiwefn o (wa%uaoy&‘ ?ozladw Cluwma L=0. bok/e)

4
J:IL"S/"% ) ‘5?/2_

1. 6-2



