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16   Identične čestice 
 

 

16.1 Pretpostavimo da promatramo tri čestice u stanjima ψa(x), ψb(x) i ψc(x) (u svakom stanju točno jedna 

čestica). Ako su ova stanja ortonormirana, napišite valnu funkciju za sustav ovih čestica: 

(a) ako čestice možemo razlikovati; 

(b) ako su čestice identični bozoni; 

(c) ako su čestice identični fermioni. 

 

16.2 Zamislite dvije neinteragirajuće čestice, svaka mase m, u potencijalu 1D harmoničkog oscilatora. Ako je 

jedna čestica u osnovnom stanju, a druga u prvom pobuđenom stanju, izračunajte (x1 − x2)2 pretpostavljajući: 

(a) da čestice možemo razlikovati; 

(b) da su čestice identični bozoni; 

(c) da su čestice identični fermioni. 

 

16.3 Dvije čestice spina 1 koje nisu identične i kojima je orbitalni angularni moment nula (nalaze se u s-stanju) 

mogu imati ukupni angularni moment jednak 0, 1 ili 2. Pretpostavimo da su čestice identične. Koliki je ukupni 

angularni moment ovog sustava? 

 

16.4 Promotrimo tri identične neinteragirajuće čestice spina 1. 

(a) Pretpostavimo da je prostorni dio vektora stanja simetričan na zamjenu stanja bilo koje dvije čestice. Koristite 

zapis spinskog stanja u obliku |1|0|1 za česticu 1 s projekcijom spina ms = 1, česticu 2 s ms = 0 i česticu 3 s ms 

= 1, itd. te napišite normalizirano spinsko stanje sustava u sljedećim slučajevima:  

 (i) sve tri čestice su u stanju |1; 

 (ii) dvije čestice su u stanju |1, a jedna u stanju |0; 

 (iii) sve tri čestice su u različitim stanjima; 

(b) Pokušajte ponoviti račun pod (a), ali sada ako je prostorni dio vektora stanja antisimetričan. 

 

16.5 Promotrimo sustav od N neinteragirajućih čestica spina 1/2. Čestice se nalaze u potencijalu harmoničkog 

oscilatora kružne frekvencije ω. 

(a) Kolika je energija osnovnog stanja? Kolika je Fermijeva energija? 

(b) Pretpostavimo da je N jako velik. Kolike su energija osnovnog stanja i Fermijeva energija? 

 

16.6 Hundova pravila služe za izračun ukupnog angularnog momenta u atomima. Kvantni brojevi S i L odnose 

se ukupni spin i ukupni orbitalni angularni moment sustava elektrona, respektivno. Kvantni broj J označava njihov 

zbroj, ukupni angularni moment. 

(a) Prvo Hundovo pravilo glasi: u skladu s Paulijevim principom, stanje s najvećim ukupnim spinom S ima 

najnižu energiju. Što ovo pravilo predviđa za pobuđena stanja helijevog atoma? 

(b) Drugo Hundovo pravilo glasi: za dani spin sustava, stanje s najvećim ukupnim angularnim momentom L, u 

suglasju s antisimetrizacijom, ima najnižu energiju. Zašto ugljik nema L = 2? 

(c) Treće Hundovo pravilo glasi: ako je podljuska (n, l) popunjena najviše do polovine, tada najniža energijska 

razina ima J = |L − S|. Ako je podljuska popunjena više od polovine, tada najniža energijska razina ima J = L + S. 

Primijenite ovo pravilo na atom bora. 

(d) Upotrijebite Hundova pravila i činjenicu da se kod elektronskih sustava simetrično spinsko stanje javlja uz 

antisimetričnu prostornu valnu funkciju (i obrnuto), te izračunajte ukupni angularni moment u ugljikovom i 

dušikovom atomu. 



ie.
Ca) Cerhee koje moetuuo tartkovah '— kande eher

AA (A hk} = beKen pio) KOJ
We, re ME MAA oPhoionruhe1a tary) ‘Pe veyed

x(4 (<1 %(%J MA( X41 2X3) AX, AK ol Ky = 4

C2) hodeuu' lmoftu nriuedatee robo fuulage
4. (44 Xauts) = [Aiba (a) 0h, (a) + oer)es (xn) be)

+ Palka) PinGr) pelea) + ta (xa) HosKe Gr)

+ Paler) hel) Yer) + Yas)paler|
Zourlouila A [e Covrkouiho uotLacyé

4AV6
WJ irra fusslcugar AA MOLULO nop 4° fouuocl peruoneute

Un) vel) be %)
MA (x, Xr i%) =F Wale) fo) Wl Xz)

Yo, U3) AE, &) ab.(4) 4Ye A (x4 XX) M Wehr Fs leerge ‘2

A6,4'~4



Ch) dermmiout magn ouch nikebicun volley Pulp
Ha Cea) CX) be Or)

AlK,ak = B aXr) ob, (Ke mK OQ)

a (x2) L, (x3) 6%)

refer an ddlenwinoul, No, Pda LU tedeha cowed ole
Pour ere preolala dvkenwwaite ‘Pa fe ued auh ricki, :

Badovelew .

AO.A-2



Omaimo ohvous dorye a Me) a pve pobudero

Value fuuleye Lore od. g ovawagu ilu aouyuua mM:

Hy Mow yr

wu (*) = (=) e 2 x

4, (2) = (: — [zee cee
£ (4 c7m)9 = *( -x,)hab dk, dxA Bo (Xo Xr) Ab AM A

+ xt Inp[ dk dar

(a) ceshce koje uroieno lartleauah’

Ap (x, Xe) = A, (X) 14.4 (%2)

2

4 Kip] aed = | x, Mater) AM = < Ae

4 ‘x ky lnpptan de = Sx, AA, 4s, {x2 M, AX

=< Xareo € X24

SKA lay} dx dx = 5 xy Uy (a)d t= < Xp 24

\ Wyo bu {eoeerr

CMYDE CEL 26404 + OY,
— AL O an 2h

av - Of =oUCT) = & xX GY Zmvod 2m) md
< Xo =O zag nepah.oth| cfu kee UQ {ucelncivoces

patra tu
16.2-4—



(6) A Cc)

boro: p(%, 4) = 5 [ mca) Hy (4) + AL (x2) (0)|
Permuiou ' WY Ox) a| (K,) a, (x) — MA(K) 4 (<>)|

7. u

SP lope = 5 J 60 [ Males) Hed) © Melia Case
A x ra, AXIxy
we 4

. ( “> uA, (x) Ug (x), (X,) 14, (4,) Ax, dh
—

U 2+ 3 44 WA, Ad, alk, At

Dwg’ inlecok lt UAho ato
=

4 Us (%) Ab,(a) dx = ©

—~ Ue

iunaae -

2 22\ er iy al x, AX Hs AA, dx, + (xye
=~ 55 <*Ay+ 5 64D

§ Xk bPddr = x, Sm Cen) MLa) dinele

+ (42 (ey)a4)er)6)aie
+ 4 (oe42 AA“Un Ws (4. \dx, dx,

4O.2-2



-_
|3, KIXmY E <x, Yo, SX2Ig, + + 6x), (X29,

Lv U
Jukginkt § KR [~p] A Xx, dry fects k (e Proud wile aaley

Se [ep] “Ax, dh = 5 Cx), r 5 ix; ?

Trebo pnuujeh fir do wu pan’ lequaceys’ x4 Xr Vay able like quauye

pa ih ULoleun Wa ort oma” X

CANE MIE A) CAS OED LAY,

v ) k 3K 9amv ama M

Cee) = CRT ORI 26FAK,
U cduohe ma corer tole uoieo tartilouah’ ; favre Ae

clan =F 21 { XYe,l°
bo

Y= x tehb, dx = |gx oA
Oo. A 2mvu>

~ po
/ -y\y . 2a _L(x, x2) 7? = Yau iSm mo ( bo tous )

r 26 hb. Bt .g (X,~xX1) Y= mus + Z awd pau ( ferwy'ous |

4612-3



Mezeure 2Zapazih' ;

4, Dadahu' Tlau kod feruieun 1 botaa nod ry!
weCx, 7 {x Uy th AX

COW NUS on py oO Prekuivauges aro tuih fuuleusa .

euegya iauedcluje Gree o Km) taeda
Violuw da Je Alana euciany 2 Coo] ferw0L9 nese

ou Tua ) r lod boroLQ Me $10 Alyn 1 color
ra Iclob the cehee, Jule qua hp

4 £(Kh) Molyt, Cx.) 4 (x, A, (x2) dx, ol x,

1.01 DVAULO Inleotalouu Pampue Kao da [asec
fenu'our Povey’ hepu C4 , a [nuectes fo®0KQ ph'vbolepe

( exchauge fortes.) Te de pottreol ta. Stueharargerebnk fuulaye,

1#6,2-4



Ue tablir’ 2a. Clebseli- Gordaucne bocPiyate aboeuno podtablin

AKA. Paaled wa dana cup woe, augubamcdy Luu ele Upuciy €

da me nha dawya owe,@ vela attic.
Nea puiuydy y Staupe

lpa2 )W=Ay = (4 | w, =A) uy, =0> + [s | U4, =O, H2=4)

le stweaMne Haye. Na ding 4 Alas , Tesuye

[p= 4) a4? = [him e4, 226) -( [ 4, =O) 4 49

ic cub nue. Ispano &' wa Teatege Walid da ou Hau
a pre A fer simadacra a Ou 0 \n4 aut hluehacha -

Za dua tdeuhtha bozo pina’ dA) uleupus opi suttava

Mawve bth) 22.0 jeoluat, OW2.
AY

Ne. 3-4



(or) Profonu dio volve fuulaye g simem Cau po spindle’ bua

uroa bih’ takodley ciuchZau fv ve ladi » baowug. Tada

je MAC PU. MPOLLISA furicuja, niiyet'cua. -

|

(c) [y= Ayla) IY

(4) [ ArY= & (IVI DIY + | Yloy4) + 12914) 14)

WEA) TX Y= (lay toy lot) + 14) hale) tLe) apI-1)

+ [oy[aay [Ay + Ao) (4) + 1-11) 10)

(cb) Za sbucyee (4) (rr) ne woltue uopish pine volue

4 uulaye, , 2a (acu) [ULOWO

A 14) lo) I-24)
I%32= Vay Jo) 1-4)

14) lo) 1-4)

= (40) [=-14) ety ley ~ Ley layla) 4 bey ray i7)

+ l-ayIty}oy — 1-4) 10914)

Urmmiuo tauyeur cee 23
LADLE AL OY = 1 AVL OSHA) -f od a1 47 + 10) [aya

e [-aoS A) -[-2) [4S 12)

=~ (1M) IANO 1 oy lay jn Ay + Lov l-914)

£ [ay tay ley 1-1) ey ay)« ~ [5 »,

46.4 -4 \



PepATHOAhn
ZeliuLo odrecdih’ klootla fe Ukupua ppin 2a nea od wWOrvtdey be

atmedu tule | au hiueticul fasya

Noypuye uo abron Spin’ 2a Z cence Qa 2ati| oliewo ey
nm bheceay cet,
Zor elvye Cerhee pina A ekuprey: Opin /€

We = [A, “Ar/ peeey yt”Ad
= O42

Alco +0 aya . tebur Chrous

=A
%42 = 1) Y= O42
M2 2, OF 4,2,3

STauye a) I (v) vc) fe edaovavg. Qa, Kawue Boro tuo €,?NNNeeet,wmospuge oluye Cah eg

Ia 2, My =2>)= 14) >
Mrguuo L° 4. =2 4 2574 y  Pablica’ 2K4 0 CG kocfrteibeng

[Uy =2, Wwz=4) = 1953, W=3)
Jf Aare 4 Capucg plug A=,

Stawye | X2> dnota bit” obGileg

Colmat) lwza + Co | Mt2) |g =O)
Weba pegodih’ [coja Flasya Im, =t> dan, kouawo [X,)>.

46.4-2



wm

Nye tele wdyh> da ne dagen Pease (ur 62) bela pak
[12 =2) May 2 ) = [uy =A) m2 =45

U Pious cLOwU (az GQ), slecye kee edgoua/a, olour Sto

tekouro Jd doi Ba [70.4 [<

[r4,= 2, Up, =17 > (4 [Wr =4) UW)0 + {4 [ 4, =0, CT
U tallies 2KA ( 2
I<

\A=DB |
Wu =2) = (4 (mM,. 22, Mm3=O) + [= [ My. =) W43=45

4 Mt A r=) tease lag sping

Odaeeuo ££ co =4 L C2 =A Lae naveolenr [e-clvalie Hh UWANOAMLO= it + LA) 14 t LoS 14) (4)(= a (\ NIA) fey+Vay ley 14) )

=f (Inar2imnr ly +[B IOne2 Wnedy 1)3

il
|

> _ 7a | Wy FZ, 43 =e) t (% | Main 4) 413 Y
[3

= [| A=3,4=2)5
Shida Gitmo tadiuels’ ' 20 Fatye pod (iw) U" peal Ce) ¢ Haye

1x.) Wye. aveheus Hee 2a Ulery spi )
dok, stouye pod (4)

Jura Uday my opi jecteak O,

AGA ~3



(6.5|
(2) Hawuthouyarr te wy-2k WAU 9g

LEA

Enequa 2a pedax Ho

Stawje Lotus oprbuzenuc feruiou. o=4
In, ray

ade (€ x propekioyer nplina UD 2-L,

Fenuicu! ne oma bit & dia ida Hedhia stauye poe
Portier pire shut. Uthy eutigyu meoir wrath? saruo
2 teshte ) peduca AA Hauge It> a duuga un daugy Wd.

NekoJeho} Ceshcq A pevau ) N22. mess oSMomog
rtosyp aurtaug. (T=°) , _

ca = ato >(kef)= ahs [ kr +]
Kao | K=>

- 2kw [4 (gye
2 ho (¥))

Feruyera ene qua (< lucy ecQ eaVQUQ Loa Feruuou Uuete.
[Uroh* AY surha wy

E-=hwo[ (8-4) 3] = AL (1-1)

NG, 5-4



«

Nebo Ie bo} tesheqQ. WE(2OWAAA N2ZA., Eheig4a. ohiowog

Rasy. mattava
N-3 {E=zho D (kx4) + vo |S +) 2|Kn? 4 N=z a N)

= i NZhi( D>. Keb D> ‘ys nw >
K=o kK =o

A. Ned Ned|1 Ae bus

Tn-4 .f-3 A |-~ hw: f Z (= rae DA

Neay- bh [ Z
“ sh|

N73 A N
E = Aw a tA)e 5 ce FW FT

pero (Carers.82
(b) NDA

M2

_ nmA| “tpaiae) ES x Rw 4
. AW

Ee > aN

(6. y-2



(a) Psbudtewo aoe hetya + jedou fe elelfhey U owoncy
tasdg Ja ala ae AA Pobuclenous .

|

La ortchely | eleBharu' UA u Tplehoun Hats conpe
dalepr" spl’ S24. Za parahel” elLhpory “AAA at highous

Mor na S20.
|

Ortobeb (us. AK euvangu Pheuc Hu udorary povés,
Sho le aata fodke. .

|

(b) UgGik usa 6 elebhoue A” Keough queauye 4e
2 2 z1” eeBouekauvo

PALO Badluge , Ne popces ete Pode (2p'). Irecua,

A Huudovar, prota Cx dia eadthhoua Lae age) S=2H pa « racy
° PaplePiou tuedrcleoce tage Pautouy * avo whe puulege
aroun Sh? pubhukiay, OS elebboure Wad C=4 pa U shaq °

ctmobrdda » Ortagu, Auge A L=4° [ev mi ouq L=0 tabhooey

auhariueditie .

(c) Bor wma 6 elektrous kon fiquiaugt

A Ls 2p"

Bada podGurlia ( 2p) pepuyena je Mwave ad tolouiue pa
VALQALLO

S>
x

NIE

L =

yetes|= 4.

46.6 -4



Spettrotheptia otualea
2Q2SsrA

Ly
gdeje BS Wapry' PU) A ular angular.’ uouut, a L

emalea 20, podGurus :S,R DF (shaup, Prvapek | iffusrJ
{ urdauuited } < edgoava L=-0,4,2,3.
Za bo je L=A pa [uamo

Ai.
(d)Uagik una © eehorea Kou frguratan

ha 20°2p~

Pod (L) emo ivacuuah’ da je L=4 «4 S24, Tade je

\ = IL-Sl=o
Spethoilcopto Omrolror

°p
0

Dadik twa F debhoua  koufguougu
Aw 22 p

Preurg 4. Huudoroy parka S= 2 ’ fo Je. dawe simahrcl
ygp rive : oSuo puingsy » (44 54 [$4 > (235. ‘Dakle , Souye al rholang

o”

outqulonas uoutute aura MA? ahninehtuo, Duducr mw <Obhin-

par [hw Sprinsla ta Hogpivg , oc) fo tuo Hay, int a4 karlurtins’

or trkotuain (Put!) pa fepede cltdbin vy Mouga [d_=h sme =-1)
dln ' a4 a » & hec? Joe h) Wee AY, J2 rodtbha

7.4 (5) auh hiuedntha (dom Hatin yotep time Led, Dokle,
,

4

1%, 6-2.


