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20 WKB aproksimacija

20.1 Upotrijebite WKB aproksimaciju i nadite priblizne energije za problem s potencijalom
mgx, X >0
V(x) = { g

o, X<0
Usporedite toéne i priblizne vrijednosti u tablici. Sto se iz tablice moze zakljugiti?

The Quantized Energies of a Bouncing Ballin Units of (mg*h?%/2)!/?

n WKB Exact
1 2.320 2.338
2 4.082 4.088
3 5.517 5.521
4 6.784 6.787
5 7.942 7.944
6 9.021 9.023
7 10.039 10.040
8 11.008 11.009
9 11.935 11.936
10 12.828 12.829

20.2 Razmotrite tunel-efekt u problemu 1D potencijalne barijere prikazane na slici. Pokazite da je koeficijent
transmisije u WKB aproksimaciji za Siroku i/ili visoku barijeru
Toce?

yz%iﬂp(xﬂdx

Vix)

20.3 George Gamow je 1928. godine uspje$no primijenio formule iz zadatka 20.2 na proces alfa-raspada koji
se dogada kod radioaktivnih elemenata. Alfa-Cestica (dva protona i dva neutrona) je pozitivno nabijena i s
ostatkom jezge medudjeluje repulzivno ako je dovoljno daleko od jezgre kao Ste je prikazano na slici. Pokazite
da je vrijeme Zivota pocetne jezge radioaktivnog elementa u WKB aproksimaciji

2r,

2
r="1e%

Vv
gdje je v prosje¢na brzina alfa-Cestice unutar jezge.
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20.4  Za sferno simetri¢ni potencijal WKB aproksimaciju moZemo primijeniti na radijalnu Schrédingerovu
jednadzbu. U slu¢aju | = 0 mozemo primijeniti WKB jednadZbu za energije u obliku

o 1

J' p(r)dr = (n ——j 7h

° 4
gdje je ro tocka obrata, a za tocku r = 0 uzima se kao da se radi o beskona¢no visokoj potencijalnoj barijeri.
Primijenite ovu jednadzbu za dobivanje energija u problemu s potencijalom

V(r)=V,In(r/a)
gdje su Vo i a konstante.

20.5 Odredite valne funkcije i energije za problem harmonijskog oscilatora u WKB aproksimaciji. Usporedite
valnu funkciju i energiju osnovnog stanja s tocnim vrijednostima.

20.6 Alternativan izvod za WKB valnu funkciju temelji se na razvoju u red po potencijama po %. Zapis§imo
valnu funkciju u obliku

w(x) = exp(if (x) / 7)
gdje je f(x) kompleksna funkcija.
(a) Uvrstite ovo rjeSenje u Schrodingerovu jednadzbu i pokazite da je
inf"—(f) +p>=0
(b) Napisite f(x) u obliku reda potencija po 7
f(x) = f,(X)+Af,(X) +7° f,(X) +...
i, grupirajuéi ¢lanove po potencijama za 7, pokazite da je
(for)2 = p2
if," =21, f,
it =2 f, +(f)?

(c) Rijesite jednadzbe za fo i f1 i pokazite da, do prvog reda po /, dobivate WKB valnu funkciju

C [
wie (X) = —=exp| £—| p(x)dx
Vs (9= p[ hjp()}



mMax, £%o
N(<)= %

= ) XLO0
V(x)

Uyet j)](:(x)olx a(h-é)ﬂ't

Tocka ohigdg
Ooa,“nc ano(a!&w ”M'HVQ . X - :?
“foouv\a'u.cs batg ?fdﬂl&u
A2 e

_Xas o - 2\,_1- | (E_ mgx)
ya(x (ZM,(G-_IM%;(> Y )
” o2 . E's/'z.

B %%.VW‘

Tobbca ‘Fo{cq?:u.,"e, da 2a vel' I dobloww Rvrio ragace

5 Tociu \/Mf.oLu,oa'FbuO

20.4-H



20.2

v ~
vE) Riesvaro  Slirocliigenru
(cd}«ac\'ibu AL fcdwc}fm

& @ E 1,2 (3. OPREZ: rou
i @ ne ;raﬁ(m rasrvfuyé-
O «Q X

Retewje 2R POC“*LTQ, @D

r'ex — i kX  zmE

Y= Ae + B€ K=

Q‘egw-ge, Lo ?aa(Mt)L@;
| Lkx
L= Fie
T /zoo!m)q @ PM’M{W’/ oo WB o/ow/w‘mau?',&. Bocliae]

je E <V, oo 24 04X QA

i

. X
n.ké;«) c exp [ -_'{:\— g [P(,g)" oleJ

[P(“)[ | X
L b exp [‘T‘tﬁ‘jlp(ﬁ)"olx]
l[’("“ )

Koer uje.ff hou s uu ay'-e Je,

2
7= 1H

—————

[=1%
r’koedﬁ»cﬁeﬁe B < P F heSa oliedlh fétuoc'& by b 'W/”E)

hfpdﬁ”duoi reloe m/‘ﬁe ('deu\»cu.ﬁg g nbomua X =04

X=Q- v o O@uc'aa,u newul '{\QEQ(CQ Of)ycj‘q A4 /C?/M/Q
E = \/(><>,

20.2-41



(o) = by (o)

L6 = (o)
> '”l’z(o\> = Y, (=) R
4. f\P;(a) = fL\/s'(q>

M Jucarus ({,AMQp\EQ{, <2aur\emam'ﬁ' o'@vwat/v)@ -,"7:0;; ’P ‘r_.g-—\-=$/ &o.,?o )

- A
v H—\-&ﬂ —j—>\ 2 (0\:2m<\/(°)—E '
IT><7{ 1) ¥l | &)
P(Q\:’ ('m (\/(Q) —-'E)
2 kA ek = L pe) (c D>
tkg ¢
e Fe = = xp | ¥ |+ — exp[_y

9éfe e .
= n §pehan

72 ol {e,ob,‘o.o(ik' offcre,ci,(‘ E hcﬂ‘ew@‘]

~nk L
c=—~ itlplo)pla) ke e

(CQ§4>(LI‘ AR R(") P(o‘> ) —_ (ezi A > [kt@l?(o\) +P(o)>j

20.2-2



Y M4 aneka & Sirddeo, ‘I>owq'¢oq' m%l.@t

)
(62\;4\ ~ 2Y

—
F =< e

_Zx)
[Fl=< e pokazah’

W: Wi uvel Ko

+ « zw\(E-vc;q)
| 2 ( = v ) M dufd <
o
it 2
= & A

Potqw%o c\&/'vau,( 2 'P_”L

_4“_ < 3 S rs I

oV | é—u—
D ) fo 22
. ZIM(E—L(X)) P
Lo | :
B Ly
( A = ’ ]:4/’- B pP3 T2t
N~
2&0? WR Uy e, e <1
1l o
-{l E
<
F") « B

, —
NS ) n/fx }Le, ed  reliowe Clauwa lc@/e ddoyeins d%UQCL{Q(,LA
{x,c( § 1:(;9&*) o dowore o zadvialh .

2@~7‘5



=\, Qu.(k(a)
(32(./) =2m| £ -V(y-& e({'f'l)]

= o]

g (Z\M[E~Vo Q(V/q)jc“/ = (n -4k

/"' r

Toda, hiaka «o(epf!buiﬂeua J\e_ Jec(uaohlou
£E=V, QQ/OL)
Roduwawo gl

3 G
WJ (V,&&(Vo[q)—\/o'éu(r/a\) dAv = UZW\\L0 /( éu,(r,/y) dr

Toow\,ewq véri‘qﬁa :

Uz uf\ - . ; TAL
(v)) r=r.e joelr=-v, e ae
‘qvauu'cl;/;_‘\%g Q,") M = O
\ . {,_,.//"‘;
Z2 0 OS M D o

oo
\lQW\Vo ro j m éMdM = 2m\/ kR E
o @ AU
(%)
Dngt(euw:
[ 2m\ T - Ly: = (n-4\rh

20544+ A



o= aei:—/y"
P oe
o= Nt (5[ ()]
Razela waoua
EniamBa= Vg &(h:_%L)
4

ne owh © waom' e,

29.4-172.



20.6

(o) Pr) = e&p(tﬁ(&)/t>

fCX) cFC‘M"O (cou.«,,vlelcm :FWAC'—';I;—'L,
f‘_':E — _"_ CA'f/h !
dx = =P ) *

dp - &; [eAP(L'rﬁ/ﬁ)‘ % £'1+ 6({3(1 ¥/ﬁ) ﬁn]

dxT

ol ;
Pq"\k - -—-T:\L i__;___q‘z— ‘) P’?-: ZM[E"V(A)]

precp (i) -t [ 4 £ 8] eap(otle)
P ebg'ea (9
() =4, +RE, + B pye
R Ak A
£ P A A !
A= (ot r 84l )( 2! Fhp, FE )
T o) Bl ) T

\_/\,r—l
4 2 &4, |

Uvwhuo M (#) L U‘f’o'tc(uw E&:.un,e “uz (ed(,uc(((-" "f';(@-«‘-‘?e-oeltl

20064



to L d
£/ 2 tp A d
= %4 :é‘v &AP"” C,
UVMMAO M Fogm p'{—t,u((% n hue deo (€
f = o+ R A,
ALK\ = exp Li £ poydx — % bap + G5
= exp(* §’de

—
o~

Qf 0 17,6» -2





