Trigonometrijske funkcije

September 5, 2008

1 Brojevna kruznica

1.1 Mjerenje kuteva

e pretpostavimo da se po kruznici jedini¢nog radijusa pomaknemo za kut t u
smjeru suprotnom od kazaljke na satu
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Slika 1: Definicija kuta pomoc¢u jedini¢ne kruznice

e kut ¢ u radijanima po definiciji je jednak duljini prijedenog luka
e ravninu dijelimo na cetiri kvadranta

— prvi kvadrant: 0 <z <7/2

— drugi kvadrant: 7/2<zx <7

— tredi kvadrant: 7 <z < 37/2
cetvrti kvadrant: 37/2 <z <27
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2.1

ako obidemo cijelu kruznicu, duljina prijedenog luka iznosi 27 (opseg jedinicne
kruznice)

stoga je kut t + 2kw, k € Z ekvivalentan kutu ¢ tj. tocke T'(t) i T'(t 4 2km) se
poklapaju

osim u radijanima, kuteve mozemo mjeriti i u stupnjevima
u tom slucaju krug dijelimo na 360 jednakih dijelova

svaki dio odgovara kutu od 1°

puni krug odgovara kutu od 360°

kut izrazen u radijanima pretvaramo u stupnjeve po formuli

t (stupnjevi) = 32@ -t (radijani) (1)
7r

ad) |0 | 7n/6 | w/4 | n/3 | w/2 | m |37/2| 2r¢
B 101 30% | 45 | 60° | 90° | 180° | 270° | 360°

Funkcije sinus i kosinus

Definicija i osnovna svojstva

funkcije sinus i kosinus definiramo na brojevnoj kruznici

funkcija sinus je ordinata, a funkcija kosinus apscisa tocke T'(t) na brojevnoj
kruznici
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Slika 2: Definicije funkcija sinus i kosinus na brojevnoj kruznici
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e apsolutna vrijednost obje funkcije mora biti manja od radijusa jedini¢ne kruznice
pa dolazimo do prvog vaznog svojstva funkcija sinus i kosinus

—1<sinz<1 i —1<cosz<l1 (2)

e koordinate tocke T'(t): (T, T,) = (cost,sint)

e tocka T'(t) = (cost,sint) pripada jedini¢noj kruznici samo ako vrijedi (Pitagorin
poucak)
2 2 _
T2+ T2 =1 (3)

e drugo vazno svojstvo funkcija sinus i kosinus
sin’t + cos’t = 1 (4)
e tocki T'(t) na brojevnoj kruznici pridruzeni su svi realni brojevi ¢ 4+ 2k, gdje
je k cijeli broj
e sve tocke T'(t + 2km), k € Z se poklapaju pa vrijedi

cos (t + 2km) = cost
sin (t 4 2k7m) = sint ’ hez (5)

e funkcije sinus i kosinus su periodi¢ne s periodom 27

e prema konvenciji, kut ¢ je pozitivan ako brojevnu kruznicu obilazimo u smjeru
suprotonom od kazaljke na satu i negativan ako brojevnu kruznicu obilazimo
u smjeru kazaljke na satu
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Slika 3: Parnost funkcija sinus i kosinus
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e sa slike vidimo da vrijedi
sin(—t) = —sint i cos(—t) = cost (6)

e funkcija sinus je neparna, dok je funkcija kosinus parna

e funkcija sinus iS¢ezava u tockama

r=kr, keZ (7)

e funkcija kosinus iS¢ezava u tockama

x:<k+%)7r, keZ (8)

2.2 Graficki prikaz funkcija sinus i kosinus

e graf funkcije sinus konstruiramo pomocu brojevne kruznice

e na os r nanesemo kut u radijanima, dok na os y prenesemo ordinatu tocke
T(x)

postupak ponavljamo dok ne obidemo cijelu kruznicu

sin x

)
N

e period funkcije sinus iznosi 27 pa je dovoljno konstruirati graf na intervalu
0, 27]

Slika 4: Konstrukcija grafa funkcije sinus

e na slican nacin konstruiramo graf fukncije kosinus

e na os x nanesemo kut u radijanima, dok na os y prenesemo apscisu tocke T'(z)
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Slika 5: Konstrukcija grafa funkcije kosinus
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e ncke karakteristicne vrijednosti funkcija sinus i kosinus

¢ |0| w/6 | w/4 | ©/3 |pi/2| m | 37/2 |27
sing | 0| 1/2 [v2/2[V3/2) 1 | 0| =1 |0
cosg [ 1[V3/2|V2/2] 1/2 | 0 |[=1| 0O 1

Tablica 1: Karakteristicne vrijednosti funkcija sinus i kosinus

2.3 Adicione formule

e u primjenama trigonometrije ¢esto moramo izracunati vrijednost trigonometri-
jske funkcije za zbroj ili razliku dva kuta

e tada koristimo adicione formule

cos (x4 y) = cosxcosy — sinzsiny 9)

sin (x 4+ y) = sinx cosy + cosxsiny (10)

e formulu ({) mozemo izvesti promatrajuéi slike
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Slika 6: Izvod adicionih formula

e na lijevoj slici smo oznacili tri tocke:
— T(x+y) = (cos (z +y),sin (z +y))
— T'(x) = (cos (z),sin (z))
— T(0) = (1,0)
e udaljenost izmedu tocaka T'(x + y) i T(0) iznosi
d? = (cos (z +y) — 1)* + (sin (z + y) — 0)?

= cos® (r +y) — 2cos (x +y) + 1+ sin® (x + y)
= cos® (. +y) +sin? (z +y) + 1 —2cos (z +y)

e iskoristimo relaciju cos® (z +y) +sin® (v +y) = 1

d* =2 —2cos(z +y) (11)

e sada zarotiramo sve tri tocke za kut z u smjeru kazaljke na satu (desna slika)

e udaljenost d izmedu tocaka T'(y) i T'(—z) ostaje nepromijenjena

d? = (cosy — cos (—z))* + (sin (y) — sin (—x))?

= (cosy — cosz)? + (sin (y) + sinz)?
= cos?y — 2cosy cos T + cos® & + sin? y + 2sinysinx + sin®
= cos®y + sin® y + cos? z + sin® & + 2sinx siny — 2 cosz cos y

=2+ 2(sinzsiny — cosx cosy) (12)
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e usporedbom izraza ([II) i () dolazimo do zakljucka

2—2cos(x+y)=242(sinzsiny — coszcosy) (13)

e adiciona formula za funkciju kosinus

= cos (z 4+ y) = coswcosy —sinxrsiny (14)

e odmah mozemo izvesti formulu za kosinus razlike kuteva

cos (x — 1) = cos (z + (—y))
= COS I COS (—y) — sin x sin (—y)

= cosxcosy +sinxsiny (15)

e primjenom adicione formule na slu¢aj r = 7/2 mozemo doéi do veze izmedu

funkcija sinus i kosinus
T T

cos <g —y) = cosgcosy—l—singsiny (16)

e iskoristimo poznate vrijednosti funkcija sinus i kosinus

cosg =0 i sing =1 (17)
, v
—> siny = cos <§ — y) (18)

e ako napravimo supstituciju x = 7/2 — y dolazimo do formule

sin (g — {E> = CcoST (19)

e dosli smo do veze izmedu funkcija sinus i kosinus
cos r = sin (g - :)3) isinz = cos <g - :)3) (20)
e sada mozemo izvesti i adicione formule za funkciju sinus
e sinus razlike kuteva
T
sin (z — y) = cos [§ —(z — y)}
(5==)
=cos|(=—ux
2 y
cos (W ) coS sin (W ) sin
= ——z —sin (= —x)si
2 Y 2 Y

=sinzcosy — cos Tsiny (21)
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e sinus zbroja kuteva

sin (z + y) = sin [z — (—y)]
= sinz cosy — cos zsin (—y)

= sinz cosy + cos T siny

(22)

e iz adicionih formula mozemo izvesti i formule za zbroj i razliku funkcija sinus

1 kosinus

e polazimo od adicionih formula

cos (x + y) = cosx cosy — sinx siny
cos (x — y) = cosz cosy + sinxsiny
sin (z + y) = sinz cos y + cos T siny
sin (x —y) = sinz cosy — cos xsiny

e zbrojimo formule ([23)) i (24

2cosxcosy = cos (x +y) + cos (x — y)

e napravimo supstitucije

u+v o uU—"v
1 =
5 Yy

r+y=u 1 r—y=v=—0=

e slijedi formula za zbroj dva kosinusa

U+ v uU—"
CosS U + cosv = 2 cos 5 CoS

e zbrojimo formule ([23) i (24

2sinx cosy = sin (z + y) + sin (z — y)

e napravimo supstitucije (E5)
e slijedi formula za zbroj dva sinusa

. . Cou+twv uU—"
sinw + sinv = 2sin 5 Cos 5

(28)

(30)
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2.4 Opceniti oblik funkcije sinus

Funkcija oblika: f(z) = asinx

e funkcija sinus poprima vrijednosti izmedu —1 i 1
e stoga funkcija f(x) poprima vrijednosti izmedu —a i a

e broj a zovemo amplituda

f(a)

MIE]

Slika 7: Graf funkcije asin x.

Funkcija oblika: f(z) = sin (wx)

e period funkcije sinx iznosi 2w

e mozemo izracunati period funkcije f(x)

27
WT =21 =T = — (32)
w
e ako je w > 1 period se skra¢uje u odnosu na funkciju sinz, a ako je w < 1
period se produzuje

Slika 8: Funkcije sinus s razli¢itim periodima.
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Funkcija oblika: f(x) = sin (x + ¢)

e nultocke funkcije sin x

x0:(2k+1)g, keZ (33)

e nultocke funkcije sin (z + ¢)

x0+<b:(2/€+1)g7 kEZ:>x0:(2k+1)g—¢ (34)

e graf funkcije sin (x + ¢) dobije se translacijom grafa funkcije sin z duz osi x za

Slika 9: Funkcije sinus s razli¢itim pocetnim fazama ¢.

3 Funkcije tangens i kotangens

e funkciju tangens definiramo kao omjer funkcija sinus i kosinus

tanx = (35)
cos T
e tangens nije definiran u nul-tockama funkcije kosinus
x0:(2k+1)g, keZ (36)
e tangens je periodicka funkcija s periodom m
tan (z +7) = sin (& + 7) =TT g (37)

cos(x+m) —cosx
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e tangens je neparna funkcija

sin(—z) —sinz
tan (—x) = = = —tanzx
cos (—x) COS T

e graf funkcije tangens

)
N5 S
3
Sgf--- ===
&

Slika 10: Graf funkcije tangens.

e funkciju kotangens definiramo kao omjer funkcija kosinus i sinus
cos T
cotr = —
sin

kotangens nije definiran u nul-tockama funkcije sinus

ro=kmw, keZz

e kotangens je periodicka funkcija s periodom
cos(x+m — COS T
cot (x +m) = — ( ): —— =cotx
sin(z+m) —sinz
e kotangens je neparna funkcija
cos (—x) CoS
cot (—x) = = = —cotx

sin(—z) —sinz
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e graf funkcije kotangens
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Slika 11: Graf funkcije kotangens.

4 Harmonijska gibanja

harmonijska gibanja mozemo opisati funkcijama oblika

f(t) = Asin (wt + @) (43)

pritom koristimo sljede¢e pojmove

— amplituda: A
— kruzna frekvencija: w

— pocetna faza: ¢

period gibanja dan je s
2

T=— (44)

e superpozicija harmonijskih gibanja iste kruzne frekvencije w ponovno je har-

monijsko gibanje kruzne frekvencije w

f(t) = Aysin (wt + ¢1) + Ay sin (Wt + ¢o)
= A;sinwt cos ¢ + Aj coswt sin ¢ + A sin wt cos ¢ + Ay cos wt sin ¢y
= (Aj cos ¢y + Ay cos ) sinwt + (Ay sin ¢y + Ay sin ¢9) coswt
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e koristimo oznake
By = Aicosgy + Aycospy 1 By = Ajsin ¢y + Assin ¢ (45)
— f(t) = By sinwt + By coswt (46)

e ako je bar jedan od brojeva B; i Bs razlicit od nule mozemo naéi realne brojeve
A1 ¢ sa svojstvom
By =Asing i By = Acos¢ (47)

e funkcija f(¢) svodi se na
f(t) = Asin ¢ coswt + A cos ¢ sinwt = Asin (wt + ¢) (48)
Primjer:
e prikazite u obliku Asin (wt 4+ ¢) sumu funkcija
f(t) =5sin (3t + 7/6) + 3sin (3t — 7/3) (49)

e prvo iskoristimo adicione formule

sin (3t 4+ m/6) = sin 3t cos (7/6) + cos 3t sin (7/6)

3 1
= g sin 3t + 5 cos 3t (50)
sin (3t — m/3) = sin 3t cos (7/3) — cos 3t sin (7/3)
1
= isin?)t - ?COSBT, (51)
e sada racunamo zbroj (EJ)
3
f(t) = \é_ sin 3t + icosi%t + gsmSt — 3% cos 3t

% (5\f + 3) sin 3t + ; (5 — 3\/7> cos 3t (52)

e trazimo amplitudu A i fazu ¢ tako da vrijedi
f(t) = Asin (3t + ¢) = Asin 3t cos ¢ + A cos 3t sin ¢ (53)

e usporedba s izrazom (BJ)

Acos¢_—(5\f+3) i Asing = (5—3\/5) (54)

N —
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e podijelimo Asin¢ s Acos ¢

= tan¢ = 5-3V3 = 0.016822 = cos ¢ ~ 1 (55)

5v3+3

e amplituda
(56)

L(5v3+3)]
5F

-3

-5
—1(5v3+3)

Slika 12: Zbroj funkcija fi(t) = 5sin(3t + 7/6) i fo(t) = 3sin (3t — 7/3).

e Cesto susreCemo i superpoziciju harmonijskih funkcija razlicitih frekvencija

e promotrimo najjednostavniji primjer superpozicije dva titranja jednakih am-
plituda i pocetnih faza ¢ = ¢ =0

f() = f1(t) + fo(t) = Asinwit + Asinwst (57)

e iskoristimo formulu za zbroj sinusa (BII)
f(t) = 2Asin <w1 —;—wg t) cos <w1 ;wg t) (58)

Primjer: superpozicija funkcija sinx i sin 2x

e primjenimo formulu za zbroj sinusa (B1I)

3
sin 2z + sinx = 2sin ; cos g (59)
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e dobivena funkcija ima period 27

sin x + sin 2x

Slika 13: Zbroj funkcija f(t) = sint 4 2sin 2¢

Primjer: udari
e posebno je zanimljiv primjer kada su frekvencije w; i wy priblizno jednake
W RW =W =w 1 wy=w-te (60)

e superpozicija takve dvije funkcije
F(t) = 2Asin (wt) cos (%t) (61)

e radi se o titranju frekvencije w ¢ija se amplituda sporo mijenja
€
e promjenu (modulaciju) amplitude daje faktor cos <§t)

e superpoziciju titranja bliskih frekvencija zovemo udari

e na slici je superpozicija dva sinusa bliskih frkvencija (crvena linija) i linija koja
prikazuje promjenu amplitude (zelena linija)
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Slika 14: Graficki prikaz udara.

5 Ciklometrijske funkcije

e ciklometrijske funkcije su inverzne funkcije trigonometrijskih funkcija

5.1 Funkcija arcsin(x)

e funkcija sin x preslikava interval [—7/2, 7/2] na interval [—1, 1]
e definiramo inverznu funkciju arcsin z za koju vrijedi

arcsin (sinz) =z Vo € [-7/2,7/2] (62)
sin (arcsinz) =z Vo € [—1,1] (63)

e bitno je uociti da je funkcija sinz definirana za svaki © € R, dok je funkcija
arcsin z definirana samo na intervalu [—1, 1] jer sin 2 poprima vrijednosti samo
u tom intervalu

e graf funkcije arcsin dobijemo zrcaljenjem grafa funkcije sin s obzirom na pravac
y=x
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Slika 15: Graf funkcije arcsin.

x 0|n/6| w/4 | ©/3 | pi/2
sin 1/2 [ v2/2 [ V3/2| 1
arcsinz | 0 | 7/6 | «/4 | ©/3 | /2

e}

Tablica 2: Nekoliko vrijednosti funkcija sinus i arcsin

5.2 Funkcija arccos(x)

e funkcija cosx takoder preslikava interval [—m/2, /2] na interval [—1, 1]

e opet definiramo inverznu funkciju arccos x za koju vrijedi

arccos (cosz) =x Vo € [—71/2,7/2] (64)
cos (arccosz) =x Vo € [—1,1] (65)

e kao i u prethodnom slucaju, funkcija cosx definirana je za svaki z € R, dok je
funkcija arccos z definirana samo na intervalu [—1, 1]

e graf funkcije arccos dobijemo zrcaljenjem grafa funkcije cos s obzirom na pravac
y=x
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Y = arccosx

N\
N\

_1/0 1\5&7rx
/4 = COST

Slika 16: Graf funkcije arccos.

x 0| /6 | n/4 |7/3|pi/2
oS T V3/2 V22121 0
arccosz |0 | w/6 | w/4 |7w/3 | 7/2

—_

Tablica 3: Nekoliko vrijednosti funkcija cos i arccos

5.3 Funkcija arctan(x)

e funkcija tanx preslikava interval (—m/2,7/2) na interval (—oo, co)

e definiramo inverznu funkciju arctan z za koju vrijedi

arctan (tanz) =z Vo € (—71/2,7/2) (66)
tan (arctanx) =z Vo € (—oo,00) (67)

e za razliku od funkcija cosz i sin z funkcija tan x nije ogranicena pa je funkcija
arctan x definirana na cijelom skupu realnih brojeva

e graf funkcije arctan dobijemo zrcaljenjem grafa funkcije tan s obzirom na
pravac y = x
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Yly = tanx
/

/2 /
- — = =t ==
O T

Yy = arctanx 7
/ /2
y:x/

Slika 17: Graf funkcije arctan.

e na isti nacin bi definirali i funkciju arccot

6 Zadaci za vjezbu

Zadatak 1
Dokazite sljedece relacije

(sinz + cosz)(cosx — sinx) = cos 2x

1
(sin 2z — cos 3x) cos b = 3 (sin 7z — sin 3z — cos 2o — cos 8z)

(sinz + cos z)(sin 2x + cos 2x) = sin 3x + cosx

Zadatak 2
Dokazite da za = € [0, /2] vrijede sljedece relacije

. 1 —cos2x . 1 + cos2z
SNy =4/———— 1 COST=\/—F7—
2 2
Zadatak 3

Dokazite da za x ¢ {7/2 4+ mm, m € Z} vrijedi sljedeca relacija

tanz — tany

t —y) =
an (& =) 1 +tanxtany



Kompleksni brojevi

September 5, 2008

1 Kompleksna ravnina

1.1 Pojam kompleksnog broja
e rjeSenja kvadratne jednadzbe
az® +br+c=0 (1)

mozemo napisati u obliku

b Vb2 —4
1’172 = —— 4+ 70,6 (2)
2a 2a

e ako za parametre kvadratne jednadzbe vrijedi
b — dac < 0 (3)
rjeSenja se ne nalaze u skupu realnih brojeva
Primjer:
PHl=0=1"=-1= 1, =4V-1 (4)
Primjer:

4 \/16—28:_2:|:\/_—3

x2+4m+7:0:>$172:—§:t 5

()

e kvadriranjem realnog broja nikako ne mozemo dobiti negativne brojeve

e da bi obuhvatili sva rjesenja kvadratne jednadze moramo prosiriti skup realnih
brojeva
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definiramo imaginarnu jedinicu
i =-1
rjeSenje iz prvog primjera je imaginarni broj

T2 = +1

(7)

rjeSenje iz drugog primjera je kompleksni broj jer ima realni i imaginarni dio

T12 = —2+ Z\/g

iz definicije imaginarne jedinice slijedi

standardni oblik kompleksnog broja

z=x+yi gdjesu x,yeR
broj x zovemo realni dio kompleksnog broja z
x = Rez
broj y zovemo imaginarni dio kompleksnog broja z
y = Imz

dva kompleksna broja

zlle—i—iyl 1 22:$2+iy2

su jednaka ako su im realni i imaginarni dijelovi jednaki

Ty =T2 1 Y1 =1Y2

(8)

(9)
(10)

(13)

(14)

(15)

kompleksne brojeve graficki predstavljamo u kompleksnoj ravnini tako da broj

z = x + yi idenitificiramo s tockom (z,y)
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e kompleksnu ravninu ponekad zovemo i Gaussova ravnina

J
Im 2z

Yyp— — —|z:a:+iy

Z Re z

Slika 1: Prikaz kompleksnog broja u Gaussovoj ravnini

1.2 Kompleksna konjugacija

e ako je z = x + iy kompleksni broj, sa zZ oznac¢avamo njemu konjugirani kom-
pleksni broj

Z=x—1y (16)

Slika 2: Kompleksni broj z i njemu konjugiranju kompleksni broj z u Gaussovoj
ravnini
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1.3 Apsolutna vrijednost kompleksnog broja

e apsolutnu vrijednost ili modul kompleksnog broja definiramo kao udaljenost
tocke z = (x,y) od ishodista kompleksne ravnine

Im 2
P
/ y——\z:x+z’y
\
/
| I B
: [
X R
\ / ez
/
\
~ /
\_,/

Slika 3: Modul kompleksnog broja z = z + iy. Na kruznici radijusa |z| nalaze se svi
kompleksni brojevi s modulom |z|.

e iz Pitagorinog poucka slijedi

2] = /22 + 12 (17)

1.4 Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

e neka je z = x 4 1y proizvoljni kompleksni broj

e ako modul kompleksnog broja oznacimo s r, mozemo napisati

r=rcos¢ i y=rsin¢ (18)
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Im 2z

Yp— — z2=x -+

z Re 2z

Slika 4: Veli¢ine potrebne za definiciju trigonometrijskog oblika kompleksnog broja

e kut ¢ mozemo izracunati koriste¢i pravokutni trokut na sl. @l

2.1

)
t == 19
ang =" (19)
svaki kompleksni broj mozemo napisati u trigonometrijskom obliku
z =1(cos¢ +ising) (20)

kut ¢ obi¢no zovemo argument kompleksnog broja

Osnovne operacije

Zbrajanje kompleksnih brojeva

kompleksne brojeve z; = x1 + iy; i 20 = To + 1y zbrojimo tako da odvojeno
zbrojimo realne i imaginarne dijelove

21+ 2 = (21 +iyn) + (22 +1y2) = (21 +22) + (Y1 + y2) (21)

zbrajanje kompleksnih brojeva u Gaussovoj ravnini jednako je zbrajanju vek-
tora
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Im 2z

Re z
Slika 5: Zbroj kompleksnih brojeva z; i z5 u Gaussovoj ravini

e zbroj kompleksnog broja z i njemu konjugiranog broja z je realni broj

2+ Z=x+iy+r—iy=2x (22)
Im 2 2
N
N >z:z1+22 N
_ Re z
7
22

Slika 6: Zbroj kompleksnih brojeva z i Z u Gaussovoj ravini

2.2 Oduzimanje kompleksnih brojeva

e kompleksne brojeve z; = x1 +iy; 1 29 = o + 1y oduzimamo tako da odvojeno
oduzimamo realne i imaginarne dijelove

21 — 29 = (x1 +iy1) — (22 +iya) = (21 — 12) + (11 — Y2)i (23)

e oduzimanje kompleksnih brojeva u Gaussovoj ravnini jednako je oduzimanju
vektora
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Slika 7: Razlika kompleksnih brojeva z; i z5 u Gaussovoj ravini

e razlika kompleksnog broja z i njemu konjugiranog broja z je imaginarni broj

z—zZ=x+1y— (x —iy) =2y (24)
Im 2}
Z =21 — X2
AN
~ ~
—29 Z1
Re z
22

Slika 8: Razlika kompleksnih brojeva z i z u Gaussovoj ravini

2.3 Mnozenje kompleksnih brojeva
e pri mnozenju kompleksnih brojeva
21 =x1+iy; 1 29 = X9 + il (25)
u obzir uzimamo ¢injenicu 2 = —1

212 = (w1 +iyn) - (w2 + 1y2)
21+ 29 = 11T + iT1Y2 + iToy1 + 2Y1Yo

2y - 2y = X122 — Y1Y2 + i(T1Y2 + Toy1) (26)
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e umnozak kompleksnog broja z i njemu konjugiranog broja z jednak je kvadratu
modula broja z

z-z2=(z+iy)- (v —iy) = 2> +y* = |2 (27)

e mnozenje kompleksnih brojeva je jednostavnije ako koristimo trigonometrijski
oblik

21 =T1C0S¢y +irising; = xr1 =1rycos¢; 1 Yy, = rysing; (28)

Z9 = T9 COS (g + irg SN pg = To = 19 COS Py 1 Yo = Iy SiN P9 (29)

e uvrstimo komponente x1, y1, T2 1 Yo

1Ty = T'{T'5 COS (1 COS Oy (30)
Y1y2 = 7172 Sin @1 Sin @g (31)
X1 = T1T COS ¢ Sin ¢ (32)
Y1Tg = T172 SIN @y COS P (33)

e realni dio produkta brojeva z; i 2y

T1T9 — Y1Y2 = 7172 (COS @1 COS g — sin @y sin ) = rirgcos (1 + ¢2)  (34)
e imaginarni dio produkta brojeva z; i 29

T1Y2 + Toy1 = 1172 (Sin Qg COS Py + COS Py sin @) = ryrgsin (¢y + ¢2)  (35)
e ukupni produkt brojeva z; i 29

21 - 29 = 1179 [c0S (P71 + ¢2) + isin (P1 + ¢o)] (36)
je kompleksni broj z s modulom |z| = ryry = r i argumentom ¢, + ¢y = ¢

21+ 25 =1 (COS P + isin @) (37)
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24

Im z

Z=2Z21"Z2

Re z

Slika 9: Mnozenje kompleksnih brojeva u trigonometrijskom obliku

Potenciranje kompleksnih brojeva

promotrimo prvo kvadrat kompleksnog broja z
z=r(cosg+ising) = 2> = 2z z = r?(cos (2¢) + isin (2¢)), (38)
a zatim i tre¢u potenciju istog broja
P =2 =77 (cos (2¢ + ¢) +isin (2¢ + ¢))
2% =13 (cos (3¢) + isin (3¢)) (39)

pri svakom sljede¢em potenciranju bi modul jos jednom pomnozili s r, a argu-
mentu bi dodali jos jedan kut ¢

n-ta potencija broja z
2" =r"[cos (n¢) + isin (ng)] (40)

ako primjenimo prethodnu formulu na kompleksni broj s jediniénim modulom
dolazimo do de Moivre-ovih formula

prva de Moivre-ova formula
[cos (@) + isin (¢)]" = [cos (ng) + isin (ng)] (41)
druga de Moivre-ova formula

[cos (¢) — isin (¢)]" = [cos (¢) + isin (—¢)]"
= [cos (n¢) + isin (—ng)]
= [cos (n¢) — isin (ng)] (42)
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2.5 Dijeljenje kompleksnih brojeva
e kompleksne brojeve
21 =x1+iy; 1 29 = X9 + il (43)
dijelimo tako da racionalziramo nazivnik

ﬂ:fpl‘l"éyl ::)51+z'y1.x2—iy2

29 Tyt Y2 T+ 1Ys Ty — 1Yo
T1T2 + Y1Y2 — T1Y2l + Tay1t

3 — y3i?
T1T2 + Y1Y2 | T2Y1 — T1Y2 .
= 2 2 2 2 (44)
Ty + Y, Ty + Y,

e kao i u slucaju mnozenja, dijeljenje kompleksnih brojeva je jednostavnije ako
koristimo trigonometrijski oblik

21 =7 (COS q51 -+ 7sin ¢1) i 29 = TQ(COS ¢2 + 72sin ¢2) (45)

e uvrstimo komponente x1, y1, T2 1 Yo

N
D

T1Xgy = 71T COS (1 COS (Pg
Y1Y2 = 1172 SiN @ Sin P
1Y = 7179 COS (1 Sin Py

Y1y = 7179 SIN @1 COS Pg

N
Qo

N TN N TN
IS IS
Ne) -~
N NI N

e nazivnici u formuli (4]
T+ yy =13 (50)

e brojnik realnog dijela kvocijenta
T1Tg + Y1y2 = r172 (COS 1 COS Pg + Sin ¢ sin o) = riracos (¢ — ¢2)  (51)
e brojnik imaginarnog dijela kvocijenta
ToY1 — T1Y2 = T179 COS P2 SN @1 — 7179 COS Py Sin Py = T8I0 (D1 — P2)  (52)

e kvocijent brojeva z; i z5 u trigonometrijskom obliku

2= 2 = D (cos (61 — ¢o) + isin (én — 02)) (53)

22 )
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2.6

modul broja

p=t o r(cos ¢ + isin @) (54)
22

je kvocijent modula brojeva z; i 25, a argument broja z je razlika argumenata

brojeva 21 i 29
r .
r=— i ¢=¢1—¢ (55)

2

Korjenovanje kompleksnih brojeva
zelimo izracunati n-ti korijen kompleksnog broja z = r(cos ¢ + 7 sin ¢)
21 = /2 = r(cos ¢1 + isin ¢y) (56)
n-ta potencija broja z; je upravo broj z
21 =17 (cos (ng1) +isin (ngy)) = z = r(cos ¢ + isin @) (57)

modul n-tog korijena broja z je n-ti korijen modula broja z

VEIERVIE] (58)

7’1:{7’1_":

pri odredivanju argumenta n-tog korijena broja z moramo biti oprezniji

oCito rjesenje ¢; = ¢/n je samo jedno od mogucih

prisjetimo se da argumentu kompleksnog broja z uvijek mozemo dodati visekratnik

broja 27

jednadzba za argument n-tog korijena zapravo glasi

7’L¢1:¢+2]{37T:>¢1:%+2k7ﬂ- (59)

jos trebamo odrediti moguci raspon brojeva k

ako vrijedi £k > n broju ¢; dodajemo visekratnik broja 27 tj. ponavljamo
jedno od prijasnjih rjesenja

dakle, broj k se nalazi u intervalu 0,1,...,n—1

takvim izborom nasli smo svih n rjesenja jednadzbe

7=z (60)
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Primjer: cetvrti korijen broja z = r(cos¢ + isin )

e jednadzba
21 = % (61)
ima cetiri rjeSenja
e modul svakog rjesenja jednak je cetvrtom korijenu modula broja z

[z1) = V2l (62)

e sva rjeSenja jednadzbe (1)

211 = v/ 2| <cos%+isin %) (63)
212:4|z|<cos¢+27r+i ¢+27r)
’ 4 4
= /|7 (cos (%+g) + 7sin (%4—%)) (64)
o+4r .. o+ 4w
213 = /|| (cos 1 +1 1 )
= /7| (cos (? —|—7T) + isin (é —|—7T)) (65)
4 4
p+6m . o+6m
214 = V/|?| <cos 1 + isin 1 )

= V2| <Cos <§+3§) + 7sin (%jti%ﬂ)) (66)

e ako bi jos jednom povecali k broju ¢/4 bi dodali 27, a to znaéi da bi ponovili
prvo rjeSenje

Primjer: Sesti korijen broja 1
e broj 1 napisemo u obliku

cos (2km) + isin (2kr) = 2™ =1 (67)

e Sesti korijen broja 1 '
1V6 = kmi/3 -k =0,...5 (68)
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e skica korijena u kompleksnoj ravnini

Im z

23 22

2

3 Eulerova formula

e svakom realnom broju ¢ mozemo pridruziti kompleksni broj

z =cost +isint (69)

e za takav broj koristimo posebnu notaciju
e = cost +isint (70)
koju zovemo Eulerova formula
e iskoristimo prethodne rezultate za mnozenje kompleksnih brojeva
z1 =cosx +ising =e” i 2z =cosy+isiny =e¥ (71)
21 -2 = cos (x4 y) +isin(z 4+ y) = e - ¥ = @Y (72)

e prethodni izraz se lako pamti jer se ekvivalentna formula pojavljuje kod svih

eksponencijalnih funkcija
a®-a? = a*tv (73)
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14

e funkcije sinus i kosinus mozemo izraziti pomocu eksponencijalne funkcije ([Z0)

e’ 4+ e " = cost +isint + cost + isin (—t) = 2 cost

e

it

cost =

—e " =cost+isint —cost —isin (—t) = 2isint

_ e—it}

. 1
sint = —

1

[eit

1 [eit i 6—it}

(74)
(75)
(76)

(77)



Algebra Vektora

1 Algebra vektora

1.1 Definicija vektora

e pri rjesavanju fizikalnih problema najces¢e susre¢emo skalarne i vektorske
veli¢ine

za opis skalarne veli¢ine trebamo zadati samo njezin iznos (npr. temperatura,
tlak,...)

skalarne veli¢ine opisujemo realnim brojevima

za opis vektorske veli¢ine trebamo zadati njezin iznos i smjer (npr. polozaj,
brzina, akceleracija,. . . )

vektorske veli¢ine opisujemo usmjerenim duzinama u prostoru

P

IS

Q

Slika 1: Vektor a s hvatistem u tocki @) i krajem u tocki P.

e vektori @i b su jednaki ako imaju jednaku duzinu i smjer

e pritom nije bitno gdje im se nalazi hvatiste tj. pocetna tocka vektora
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Slika 2: Jednakost vektora @i b.

e vektor —a ima jednaku duzinu kao vektor @, ali suprotan smjer

S

Slika 3: Vektor @ i njemu suprotan vektor —a.

1.2 Zbrajanje i oduzimanje vektora

e vektor b translatiramo tako da mu se hvatigte poklapa s krajem vektora a

e hvatiste zbroja @ = @+ b poklapa se s hvatistem vektora @ (tocka P), dok mu
se kraj poklapa s krajem vektora b (tocka R)

S

ISI

P P P

Slika 4: Zbrajanje vektora @ i b.

e oduzimanje vektora svodimo na zbrajanje vektora
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e vektor —b translatiramo tako da mu se hvatigte poklapa s krajem vektora @

e hvatiste razlike ¢= @ — b poklapa se s hvatistem vektora @ (tocka P), dok mu

N

se kraj poklapa s krajem vektora —b (tocka Ry)
b
\

b
Q Q
. b . b
a a
Rl Rl
a—b
P P

P
Slika 5: Postupak oduzimanja vektora a i b.

1.3 Mnozenje vektora skalarom

e ako je skalar n pozitivan, vektori bid imaju jednak smjer, a ako je skalar n
negativan suprotan

e duljina vektora b je u oba slucaja |n| puta veéa od duljine vektora @

X!

Slika 6: Mnozenje vektora a skalarom n.

e ako vektor @ podijelimo s njegovom duzinom (|d)]), kao rezultat éemo dobiti
vektor jedini¢ne duzine

e takav vektor zovemo jedini¢ni vektor
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e kod zbrajanja vektora i mnozenja vektora skalarom vrijede sljedeca pravila

— komutativnost zbrajanja: a + b=b+a
— komutativnost mnozenja skalarom: na = an

— distributivnost: n(@ -+ b) = nd@ + nb

2 Skalarni produkt vektora

2.1 Definicija skalarnog produkta vektora

e prvo uvodimo pojam projekcije vektora @ na b
e promatramo dva vektora @ i b koji zatvaraju kut ¢

R

ST

¢

e e P

Q b

Slika 7: Vektori @ i I;koji zatvaraju kut ¢.

e povucemo okomicu iz tocke R na vektor b

e vektor s hvatistem u tocki @) i krajem u tocki S zovemo projekcija vektora @
na vektor b (ozna¢imo ga s ay)

R

ST

Slika 8: Projekcija vektora a na vektor b.
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e iz pravokutnog trokuta na slici slijedi

q . .
cos ¢ = % = |dy| = |d| cos ¢ (2)

e skalarni produkt vektora definiramo kao produkt duljine projekcije @ i duljine
vektora b
a-b = |dp|[b] = |al[b] cos ¢ (3)

e kao oznaku za skalarni produkt obi¢no koristimo - izmedu vektora
e rezultat skalarnog mnozenja vektora je skalar
e skalarni produkt vektora je komutativan

a-b="b-a=|alblcos¢ (4)
e osim komutativnosti vrijedi

(nd@) - b = |nalb| cos ¢ = n|a||b| cos¢ = ni - b (5)

e treCe vazno svojstvo je distributivnost

-

(@+b)-G=a-c+b-¢ (6)

e iz formule (B]) slijedi da skalarni produkt vektora @ i b iscezava u tri slucaja

— duljina vektora @ je nula
— duljina vektora b je nula

— kut izmedu vektora @i b je ¢ = 90° jer je cos90° = 0

e ovisno o kutu ¢ skalarni produkt mozZe biti pozitivan (0 < ¢ < 90%) ili negati-
van (90° < ¢ < 180°)

e u prvom slucaju je kut izmedu vektora @ i b siljat, a u drugom tup

d’ I — -
a-b>0 a 7.b= .
; p @ b=0 i-5<0
a \ ¢
— = — = — =
5 ; 5

Slika 9: Primjer siljatog, pravog i tupog kuta.
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-

jedini¢ni vektori i, ji k su medusobno okomiti pa vrijedi

i j=j-k=k-i=0 (7)

isto tako, kvadrat jedini¢nih vektora iznosi 1

ii=j-j=k-k=1 (8)

bilo koji vektor mozemo napisati kao linearnu kombinaciju jedini¢nih vektora

—

@=a,i+ayj +a.k i b=Dbyi+b,j+bk (9)

skalarni produkt

i b= (amﬂ a,j + aJZ) : (bJ+ by + bﬁ)
= axbxf- i+ axby;- f+ axbzz_"- k
= aybxf- i+ aybyj-j+ aysz- k

—

— @bk -7+ abyk -]+ abk -k (10)

e iskoristimo relacije ([§) i (@)

- b= ab, +ayb, + a.b, (11)

e ako su zadane komponente dva vektora, mozemo izracunati kut izmedu njih
- b

cos ¢ = - =

b

dl|

Sl

azby + ayb, + a.b,
| a2+ al+ a2 402+ b2

(12)

2.2 Ortogonalna projekcija vektora na pravac

e oznacimo projekciju vektora @ na pravac p s @’
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Slika 10: Projekcija vektora @ na pravac p.

e iz pravokutnog trokuta ACB slijedi
i=a+b (13)
e vektor @ smo rastavili na vektor @' koji lezi na praveu p i vektor b koji je okomit
na pravac p
e neka je u jedini¢ni vektor koji pripada pravcu p
e skalarni produkt « - @ daje duljinu projekcije vektora d na pravac p
e ako pomonozimo duljinu projekcije s vektorom u dobit ¢emo vektor @

e mozemo pokazati da je vektor

>
I

a—(a-u)u (14)
okomit na vektor @

b-i=a-u—(a-a) (i @) =0 (15)

e vektor d smo rastavili na sumu vektora @' paralelnog s pravcem p i vektora b
okomitog na pravac p
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Primjer

e vuemo kvadar silom F pod kutem ¢ u odnosu na smjer gibanja (horizontalni)

=

Slika 11: Sila F' koja djeluje na tijelo pod kutem ¢.

ako zelimo izracunati rad, trebamo komponentu sile u smjeru puta

u ovom slucaju je to komponenta

—

Fy = (F- )i (16)

pritom @ oznacava jedini¢ni vektor u smjeru puta (tj. u horizontalnom smjeru)

kut izmedu vektora F i @ iznosi ¢ pa vrijedi

Fy = (F-@)i = F cos ¢ (17)

3 Vektorski produkt

e osim skalarnog, definiramo i vektorski produkt dva vektora
c=daxb (18)

e duljina vektora ¢ iznosi

@ = |al|b] sin ¢ (19)
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0y

ISI

S

Slika 12: Vektorski produkt vektora a i b.
e smjer vektora ¢ = a X b odredujemo pravilom desne ruke: prsti pokazuju u
smjeru od vektora @ prema vektoru b, a palac onda pokazuje smjer vektora ¢

e odmabh slijedi da je vektorski produkt antikomutativan

Axb=—bxa (20)

e vektorski produkti jedini¢nih vektora prikazani su na slici

Slika 13: Vektorski produkti jedini¢nih vektora.
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e za vektorske produkte jedini¢nih vektora vrijede sljedece relacije

ixj=k (21)
ixk=7 (22)
kxi=j (23)
ixi=—k (24)
kExj=—i (25)
ixk=—j (26)
ixi=0 (27)
ixji=0 (28)
Exk=0 (29)
(30)
e sada mozemo izracunati vektorski produkt dva proizvoljna vektora
@x b= (a0 4 ay] + a-k) x (byi 4 b,j + b.k)
= ambx(;x Z) + awby;x j’+ ab.i x k
+ aybm(j X 1) + aybyf X 7+ aysz x k
+ asz(lg X ;) + azbyE X ]+ azbzlg x k
= ambylg - ambzf - aybwlg + aybzz+ azbJ — azbyz
= (ayb, — a.by)i + (a.by — azb.)] + (agh, — ayby)k (31)

e umjesto krajnje formule (BII) jednostavnije je zapamtiti kako glase vektorski
produkti jedini¢nih vektora

Primjer: zakretni impuls cestice

e Zelimo izracunati zakretni impuls Cestice mase m koja se giba konstatnom
kutnom briznom w po kruznici radijusa r
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Yy
N S
v
m
|
. sinwt
R T |
wt
coswt T

Slika 14: Cestica se giba po kruznici konstantnom kutnom brzinom w

e polozaj cestice
7 = Rcoswti + Rsinwty (32)

e brzinu ¢estice mozemo izracunati tako da deriviramo vektor 7 po vremenu

dr > -
U= d—: = —Rw sin wti + Rw coswtj (33)

e zakretni impuls Cestice

M =mix v (34)
e uvrstimo vektor polozaja i brzine
X U= <R coswti + Rsin wtj) X (—Rw sinwti + Rw cos wtj)
= —R2?coswtsinwt(i x 1) — R?sin® wt(j x 1)
+ R%*sinwtcoswt(] x J) + R*wcos® wt(i x §) (35)
e sada iskoristimo vektorske produkte jedini¢nih vektora

7 x U= R*w (sin® wt + cos® wt) k = R*wk (36)

e zakretni impuls Cestice

—

M = mR2wk (37)



4 ZADACI ZA VJEZBU

4 Zadaci za vjezbu

Zadatak 1
Cestica mase m giba se po putanji

F = acoswti + bsinwt]

[zracunajte zakretni impuls cestice.

12



Analiticka geometrija u ravnini

September 5, 2008

1 Vektori u koordinatnom sustavu

1.1 Udaljenost tocaka u koordinatnom sustavu

e pravokutni koordinatni sustav potpuno je odreden

— ishodistem O

— jedini¢nim vektorima ¢ i j

.

- a
0 1

Slika 1: Pravokutni koordinatni sustav u ravnini.

e promotrimo dvije tocke u ravnini: T (x1, y1) 1 To(xe, y2)



1 VEKTORI U KOORDINATNOM SUSTAVU 2

Yo

(2

O T T T

Slika 2: Udaljenost tocaka 77 i T u ravnini.

e udaljenost d izmedu tocaka 77 i T mozemo izracunati pomocu Pitagorinog
teorema

B* = (xy —21)* 4 (2 — 1) = d = /(22 — )2 + (y2 — 11)? (1)

1.2 Koordinate i duljine vektora u koordinatnom sustavu

e promatramo tocku u ravnini 7'(z, y)

Y

J

|
|
|
O 7 T

Slika 3: Vektor s hvatistem u ishodistu i krajem u tocki O.

e povucemo vektor od ishodista do tocke T

— = =
OT =xi+vyj (2)
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e nesto slozeniji problem dobijemo ako trazimo koordinate vektora izmedu dvije
proizvoljne tocke u ravnini

e oznacimo s @ vektor koji ima pocetak u tocki 17 (z1,y1) i kraj u tocki Ty (z2, y2)

y ) T, Y T
T, a
i .
CLyj
T,
ayi
0) T 0 T

Slika 4: Vektor s hvatistem u tocki 7T} i krajem u tocki T5.

o iz sl. @l slijedi
— s —
OTQIOT1+6:>52 OT2—0T1 (3)

e u jedn. (Bl uvrstimo poznate izraze

e - - . = - -
Ol =zt +y1y) 1 Oy = 291 + Y] (4)
@ = Tl + Ysj — <$1;+ ylj) = (22— 21)i + (Y2 — 11)J (5)

e vektor a takoder mozemo rastaviti na komponente

@ = a,1 + a,j (6)

—

e izraze uz ¢ i ) mozemo izjednaciti jer su vektori ¢ i j linearno nezavisni
= a, =T -1 1 a,=y—y (7)

e komponentu a, dobijemo tako da od x koordinate krajnje tocke vektora oduzmemo
x koordinatu njegove pocetne tocke

e komponentu a, dobijemo tako da od y koordinate krajnje tocke vektora oduzmemo
y koordinatu njegove pocetne tocke

e vektor @ mozemo napisati u obliku

—

d= (1 —x1)i+ (Y2 — 11)]



1 VEKTORI U KOORDINATNOM SUSTAVU

e duljina vektora a jednaka je udaljenosti tocaka T} i T5

@ = \Ja2 + a2 = /(22 — 21)* + (42 — )2

1.3 Okomitost vektora

e 7elimo izvesti uvjet okomitosti vektora @ i b

Y

=~

X

_~
y=—L1o+4b,

Slika 5: Okomiti vektori @ i b.

vektor ¢ jednak je razlici vektora @ i b

~b

ISI

c=

ako su vektori @i b okomiti, vrijedi Pitagorin poucak
&=+
e komponente vektora ¢

Cp =0, — b, 1 ¢,=a,—0b,

uvrstimo komponente vektora ¢ u jednadzbu ([])
&+ = (ay — by)? + (ay — by)* = @l + b2 — 2a,b, + a, + b — 2a,b,
e sada mozemo izvesti uvjet okomitosti vektora @ i b
2 | 12 2 | 72 2 2 12 | 12
a; +b; — 2a,b, + a;, + b, — 2a,b, = a; + a, + by + by

= azb; +ayby, =0

(10)

(11)

(12)



2 JEDNADZBA PRAVCA

e u opcenitom slucaju vektora u prostoru uvjet okomitosti glasi

— azby +ayby, +a.b, =0

e uvjet (@) ekvivalentan je uvjetu

oy

Sall
I

[a]

2 Jednadzba pravca

2.1 Eksplicitni oblik jednadzbe pravca
e graf polinoma prvog stupnja
f(z)=ax+0b

predstavlja pravac u ravnini

(16)

(17)

(18)

e da bi konstruirali graf funkcije ([8) dovoljno je nacrtati dvije tocke s koordi-

natama T'(z, f(x)) i provuéi pravac kroz njih

Primjer: f(z) =2z —1

e potrebne su nam dvije tocke za konstrukciju grafa: T1(z1, f(x1)) i Ta(xs, f(22))

e npr., mozemo izabrati z; =01ixy =1

— T1(0,-1) i Ty(1,1)

e kroz tocke povucemo pravac

(19)
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T1(0,—1)

Slika 6: Konstrukcija pravca.

e jednadzbu
y(r) =azx+b (20)

obi¢no zovemo eksplicitni oblik jednadzbe pravca p

e parametar a zovemo koeficijent smjera pravca p

koeficijent b odgovara odsjecku pravca p na osi y

yx=0)=a-0+b=0 (21)

y=axr—+b

Slika 7: Odsjecak pravca na osi y.
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e koeficijent smjera mjeri nagib pravca

e ako je koeficijent smjera pozitivan funkcija f(x) = ax + b je strogo rastuca

Ty < 1wy = f(21) < f(12) (22)

e ako je koeficijent smjera negativan funkcija f(x) = ax + b je strogo padajuca

Ty <y = f(21) > f(12) (23)

Slika 8: Primjeri pravaca s razli¢itim koeficijentima smjera.

e Sto je apsolutna vrijednost koeficijenta smjera veca, pravac brze raste ili pada

e pravci y = a1x + by 1 y = asx + by su paralelni ako su ima koeficijenti smjera

jednaki tj. ako vrijedi
a9 = Q7 (24)

e pravci ¥y = a1x + by 1 y = asx + by su okomiti ako vrijedi

1
g — —— (25)
a1
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2.2

Y y =ax + by Y

A N\
/

y=—1z+0b

Slika 9: Primjer paralelnih i okomitih pravaca.

Implicitni oblik jednadzbe pravca

prvo ¢emo izvesti jednadzbu pravca za koji je zadan koeficijent smjera i jedna
tocka kroz koju pravac prolazi

oznacimo zadanu tocku s T (x1, y1)

pravac prolazi kroz tocku T pa sigurno vrijedi

ylzax1+b:>b:y1—ax1 (26)

parametar b uvrstimo u jedn. B i dolazimo do jednadzbe pravca s koeficijen-
tom smjera a koji prolazi kroz tocku T (z1,y1)

y=ar+b=—=y=ar+y —ar; = y—y = alr —x7) (27)
u sljede¢em koraku izvodimo jednadzbu pravca ako su nam zadane dvije tocke
kroz koje pravac prolazi T1(x1,y1) i To(z2, y2)
pravac prolazi kroz tocke 17 i T, pa sigurno vrijedi
y1=azxr; +b (28)
Yo = axrs +b (29)
iz jedn. (£8) izrazimo odsjecak b
b=y — ar, (30)
i uvrstimo ga u jedn. (Z9)

Yo = aTy + Y1 — ary — a(932 - 551) =Y — U (31)
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e pod uvjetom da vrijedi x; # xo mozemo napisati

o= Y2 — U1 (32)
To — X1
e jednadzba pravca koji prolazi kroz tocke T7(x1,y1) i To(x2, yo) glasi
Y2 — U1
— oy = — 33
Yy—hn £Ez—$1(x 1) (33)

3 Krivulje drugog reda

3.1 Kruznica

e pretpostavimo da u ravnini lezi tocka C' i da je zadan realni broj r

e skup svih tocaka u rvnini koje su od tocke C' udaljene za r zovemo kruznica
radijusa r

e tocka C' je srediste kruznice
e u najjednostavnijem sluc¢aju kruznica ima srediste u ishodistu
e udaljenost tocke T'(z,y) od ishodista O

d(T,0) = /2% +y? (34)

e jednadzba kruznice radijusa r sa sredistem u ishodistu glasi

d(T,0)=r = /22 +y2=r = 2> +y* =12 (35)
Y
T(z,y)
,
T

Slika 10: Kruznica radijusa r sa sredistem u ishodistu
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3.2 Elipsa

3.2.1 Definicija elipse

e pretpostavimo da u ravnini leze dvije tocke F i F5 udaljene za

d(Fy, Fy) = 2¢ (36)
e neka je a realan broj za koji vrijedi
1
a > Qd(Fl,FQ) — a>c (37)

e skup svih tocaka ravnine za koje zbroj udaljenosti od tocaka Fi i F5 iznosi 2a

d(F,T)+ d(F, T) = dy + dy = 2a, (38)
zovemo elipsa
Y
T
R F) "

Slika 11: Primjer elipse

3.2.2 Konstrukcija elipse

e 7zelimo konstruirati elipsu kojoj su zadani fokusi, kao i zbroj udaljenosti tocke
elipse od fokusa

e nacrtamo tocke Fiy i F, u ravnini, pravac p koji prolazi kroz njih i tocku O
koja se nalazi na polovistu duzine F F}

e udaljenost tocaka Fi i Fy iznosi 2¢
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Slika 12: Prvi korak pri konstrukeiji elipse

e nacrtamo kruznicu radijusa a sa sredistem u tocki O

e kruznica sijece pravac p u tockama A; i A

A, 4, P

Slika 13: Drugi korak pri konstrukciji elipse

e udaljenost tocke A; od fokusa F}
d(Al,Fl) == ‘A1F1| = ‘OA1| — |OF1‘ = a—cC

e udaljenost tocke A; od fokusa F,

d(Al,Fg) = ‘A1F2| = |OA1| -+ |OF2‘ =a-+c

e zbroj udaljenosti tocke A; od fokusa

d(A, Fi)+d(A, Fy)=a—c+a+c=2a

11

(39)

(40)

(41)
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tocka A; se ocito nalazi na elipsi

istim postupkom bi zakljucili da se i tocka A, nalazi na elipsi

u sljede¢em koraku odaberemo bilo koju tocku 7' na duzini F F

oko tocke F} opisemo kruznicu radijusa d; = d(A;,T), a oko tocke Fy kruznicu
radijusa dy = d( Az, T)

Slika 14: Treé¢i korak pri konstrukciji elipse

e dvije kruznice se sijeku u tockama T} i T5
e promotrimo tocku T}

e zbroj udaljenosti tocke T} od fokusa Fj i Fy iznosi

d(Fy,Ty) + d(Fy, 1) = dy + dy = d(A, T) + d(As, T) = d(Aq, A2) = 2a (42)
e jednako tako vrijedi

d(Fy,T3) + d(Fo, Ty) = dy + dy = d(Ay, T) + d(As, T) = d(Aq, A2) = 2a (43)

e tocke T i T; takoder pripadaju elipsi

e sada oko tocke Fi opisemo kruznicu radijusa d(As, T'), a oko tocke F» kruznicu
radijusa d(A;,T)
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13

Slika 15: Cetvrti korak pri konstrukeiji elipse

promotrimo tocku T3

dvije kruznice sijeku se u tockama T3 i T}

zbroj udaljenosti tocke T3 od fokusa F} i Fy iznosi

d(Fl,Tg) + d(FQ, Tg) =1 + To = d(AQ,T) + d(Al,T) = d(AQ, Al) = 2a (44)

jednako tako vrijedi

d(Fl,T4) + d(FQ, T4) =71y +1ry = d(AQ,T) + d(Al,T) = d(Ag, Al) = 2a (45)

T’

tocke T3 i T} takoder pripadaju elipsi

odabirom razlicitih tocaka 7" mozemo odrediti vise tocaka elipse i spojiti ih

1"
Tl

"
T4

1"
T2

Slika 16: Konstrukcija elipse.
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3.2.3 Svojstva elipse

e osnovni pojmovi vezani uz elipsu

— fokusi ili zarista elipse: tocke F} i Fy

— srediste elipse: poloviste O duzine FiF,

Y Fokusi
Srediste

Slika 17: Fokusi i srediste elipse.

— prva glavna os elipse: pravac kroz fokuse

— druga glavna os elipse: pravac okomit na prvu glavnu os koji prolazi kroz
srediSte elipse

— tjemena ili vrhovi elipse: sjecista elipse s glavnim osima

Y Y Tjemena elipse
Glavne osi By ) P

B,

Slika 18: Glavne osi i tjemena elipse.

— linearni ekscentricitet elipse: ¢ = d(F}, F)/2
— velika poluos elipse: a = d(O, A;) = d(O, As)
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— mala poluos elipse: b= d(O, By) = d(O, Bs)

Y Velika poluos

b

Pl

Mala poluos

Slika 19: Velika i mala poluos elipse.

— numericki ekscentricitet elipse: e = ¢/a

e koristedi definiciju elipse mozemo izvesti relaciju koja povezuje malu poluos,
veliku poluos i udaljenost fokusa od ishodista

Slika 20: Dokaz relacije a? = b + ¢

promotrimo tocku 7" na sl.

trokut AF}FyT je jednakokracan, a zbroj udaljenosti tocke T' od fokusa iznosi
2a

duljina svakog kraka trokuta AF; F»T mora biti jednaka a

e sada primjenimo Pitagorin poucak na trokut ATOF;

slijedi relacija izmedu velike poluosi a, male poluosi b i koordinate fokusa c

a? =b* + ¢ (46)
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3.2.4 Jednadzba elipse

16

e ako su aib poluosi elipse i ako se osi koordinatnog sustava poklapaju s glavnim

osima elipse, tada jednadzba elipse glasi

SL’2 y2
@ et

trebamo dokazati dvije tvrdnje

(47)

Tvrdnja 1: ako toc¢ka T'(z,y) pripada elipsi njezine koordinate zadovoljavaju jedn.

ED)

tocka T" prema pretpostavci pripada elipsi
to znaci da zbroj udaljenosti tocke T" od fokusa iznosi 2a

d(T, Fl) + d(T, Fg) = 2a

koordinate fokusa
Fi(=c,0) i Fy(c,0)

udaljenost tocke od fokusa

d(T7 Fl) = (LU + 0)2 + y2 1 d(T7 FQ) = (ZZ}' - 0)2 + y2

jedn. (AJ) prelazi u
Vet +y?+ V(@ —c) +y> =2

jedan od korijena prebacimo na desnu stranu jednadzbe
(x+e)?2+y2=2a—+/(z—c)?+y?
kvadriramo gornju jednadzbu

(x+c)* +y* =4a* —da\/(z — )2 + 12+ (x — ¢)* + ¢*

(51)

(52)

(53)

2+ 2rc+ A 4+ y* = 4a® — da/(x — )2 + Y2+ 2* — 22+ A + o

2xc = 4a® — dar/(x — ¢)2 4+ y? — 2xc
dar/(z — )? + 32 = 4d® — dxc
a’[(z = ¢)* + ] = (a® — xc)?
a® [2* — 2zc + F + ] = a* — 2d’zc + 27
a’z? — 2d%zc + a* + a*y? = ot — 2dxc + 2P

LL’2(CL2 _ 02) —l—CL2y2 — a2(a2 —02)

(54)
55)
56)
57)
58)

)

)

99
60

oo

(
(
(
(
(
(
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e iskoristimo relaciju izmedu velike i male poluosi
V' =a® — & = 2°0* + y*a® = d’V? (61)

e podijelimo prethodnu jednadzbu s a?b? i dolazimo do jednadzbe

113'2 y2
St =1 (62)

koju smo trebali pokazati

Tvrdnja 2: ako koordinate tocke T'(x, y) zadovoljavaju jedn. () onda tocka pripada
elipsi

e trebamo pokazati da zbroj udaljenosti tocke T od fokusa iznosi 2a

e udaljenost tocke T od fokusa Fj

d(T,F1)? = (x4 ¢)* +y* = 2* + 2zc + A + (63)

e koordinate tocke zadovoljavaju jedn. (EI)

:1:2 2 b2

e udaljenost od fokusa

2

b
d(T,F1)2:x2+2xc+c2+b2——2x2:x 5
a a

2 2

+2rc+ A +b (65)

e iskoristimo relaciju b? = a? — ¢?
c? c 2
AT, F)? = 50?4 200+ a* = (Sa + a) (66)
a a

e jednakim postupkom bi dosli do udaljenosti tocke T" od drugog fokusa

d(T, Fy)? = <a . fx)2 (67)

a

e dakle, zbroj udaljenosti zaista iznosi 2a

d(T, ) + d(T, Fy) = (a + 2:8) + (a . 29:) — 2% (68)
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3.3 Hiperbola
3.3.1 Definicija hiperbole
e pretpostavimo da u ravnini leze dvije tocke F i F5 udaljene za
d(Fy, Fy) =2c (69)
e neka je a realan broj za koji vrijedi

1
a < §d(F1,F2) —a<c (70)

e skup svih tocaka ravnine za koje apsolutna vrijednost razlike udaljenosti od
tocaka Fi i F5 iznosi 2a

|d(Fy,T) — d(F5,T)| = 2a, (71)
zovemo hiperbola
y| T(@y)
do
dy
£ o7

Slika 21: Primjer hiperbole.

3.3.2 Konstrukcija hiperbole

e 7zelimo konstruirati hiperbolu kojoj su zadani fokusi, kao i razlika udaljenosti
tocke hiperbole od fokusa

e nacrtamo tocke Fiy i F, u ravnini, pravac p koji prolazi kroz njih i tocku O
koja se nalazi na polovistu duzine F F}

e udaljenost tocaka Fi i Fy iznosi 2¢
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I
I
| .
- B
o F P
I

I
Slika 22: Prvi korak pri konstrukeiji hiperbole

e nacrtamo kruznicu radijusa a sa sredistem u ishodistu sustava
e kruznica sijece pravac p u tockama A; i A
e udaljenost tocke A; od fokusa F}

d(Al,Fl) :d(O,Fl) —d(O,Al) =CcC—a (72)

e udaljenost tocke A; od fokusa F,

d(Al, Fg) = d(O, FQ) + d(O, Al) =c+a (73)

e apsolutna vrijednost razlika udaljenosti

|d(Ay, F1) — d(Ay, By)| =|c—a—c—al =2a (74)

e tocka A; ocito pripada hiperboli
e jednakim postupkom bi pokazali da tocka As takoder pripada hiperboli
e sada odaberemo tocku T koja lezi na pravcu p, ali se nalazi izvan duzine F} Iy

e nacrtamo jednu kruznicu radijusa d(7, A;) sa sredistem u fokusu F} i drugu
kruznicu radijusa d(7', As) sa sredistem u fokusu Fy

e dvije kruznice se sijeku u tockama T} i T5

e udaljenost tocaka T} i T; od fokusa F} jednaka je radijusu prve krucnice

d(T, A,) = d(O,T) — d(O, A;) = d(O,T) — a (75)
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e udaljenost tocaka T} i T, od fokusa F5 jednaka je radijusu druge kruénice

d(T, Ay) = d(O,T) + d(O, As) = d(O,T) + a (76)

e apsolutna vrijednost razlike udaljenosti u oba slucaja iznosi

(T, Ay) — d(T, As)| = |d(T,0) — a — d(T, 0) — a| = 2a (77)

e tocke T i T, pripadaju elipsi

e u sljede¢em koraku nacrtamo jednu kruznicu radijusa d(7, A;) sa srediStem u
fokusu F i drugu kruznicu radijusa d(T, A) sa sredistem u fokusu F}

e dvije kruznice se sijeku u tockama T3 i T}

e jednakim postupkom kao u prethodnom koraku pokazali da tocke T3 i T} pri-
padaju hiperboli

e ako postupak ponovimo za vise tocaka T doc¢i ¢emo do niza tocaka koje pri-
padaju hiperboli, a time i do same hiperbole

3.3.3 Svojstva hiperbole

e osnovni pojmovi vezani uz hiperbolu

— fokusi ili zarista hiperbole: tocke Fi i Fj

— srediste hiperbole: poloviste O duzine F F5

Y Y

Fokusi Srediste

RN v
ﬁ N

Slika 23: Fokusi i srediste hiperbole.

— prva glavna os hiperbole: pravac kroz fokuse
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— druga glavna os hiperbole: pravac okomit na prvu glavnu os koji prolazi
kroz srediste hiperbole

— tjemena ili vrhovi hiperbole: sjecista hiperbole s glavnim osima

Y Y

(Flavne osi Tjer

]

Slika 24: Glavne osi i tjemena hiperbole.

— linearni ekscentricitet hiperbole: ¢ = d(Fy, Fy)/2
— velika poluos hiperbole: a = d(O, A;) = d(O, A,)
— mala poluos hiperbole: b= d(O, By) = d(O, By)

Y Y
Vdlika polug Mala poluo
/ Jull
a x x

Slika 25: Velika i mala poluos hiperbole.

— numericki ekscentricitet hiperbole: e = ¢/a

3.3.4 Jednadzba hiperbole

e pretpostavimo da se osi koordinatnog sustava poklapaju s glavnim osima hiper-
bole i da fokusi hiperbole pritom leze na osi x
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e jednadzba hiperbole tada glasi
S (78)
e trebamo pokazati dvije tvrdnje

Tvrdnja 1: ako tocka T'(x,y) pripada hiperboli, njezine koordinate vezane su jed-
nadzbom ([Z8))

e tocka T' prema pretpostavci pripada hiperboli pa vrijedi

d(Fy, T) — d(Fs, T)| = 2a (79)

koordinate fokusa: F; = (¢,0) 1 Fy = (—¢,0)

udaljenost tocke T'(z,y) od fokusa iznosi

d(Fi,T)=+(x—c)>+y?> 1 d(F2,T)=+/(x+c)?+y? (80)

pretpostavimo prvo da vrijedi d(Fy,T) > d(F», T)

d(Fy,T) —d(Fy, T) =20 = /(v —c)2+ 32 — /(v + )2 +y2=2a (81)

e prebacimo jedan od korijena na drugu stranu jednadzba i kvadriramo je

N e e &
(r—c) +y*=(r+0)° +y° +4a/(z + 02 +y> +4a®  (83)
2® — 2vc+ & = 2% + 2z + & + day/ (7 + ¢)? + y? + 4a’ (84)
—4xc — 4a® = dar/(z + ¢)? + 12 (85)
ze+a® = av/(z +c)? + y? (86)
2 + 2a’zc + a* = a® (v + ¢)* + a’y? (87)
22 + 2a’ze + a* = a®2® + 2a’xe + a* + a*y? (88)
1,2(02 o a2) o a2y2 — a2(02 o a2) ( )
20 — a2 = a2 (90)

2 2
R (91)

2 !
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3.4 Parabola

3.4.1 Definicija parabole

e pretpostavimo da u ravnini leze tocka F' i pravac p
e skup svih tocaka ravnine koje su jednako udaljene od tocke F'i pravca p zovemo

parabola

3.4.2 Konstrukcija parabole

e 7zelimo konstruirati parabolu kojoj su zadani fokus F' i direktrisa p
e pritom udaljenost fokusa od direktrise iznosi p

e prvi korak je da povuéemo okomicu na direktrisu p koja prolazi kroz fokus F

F

= 4

p| O

Q P

Slika 26: Prvi korak konstrukcije parabole

tocka O koja se nalazi na polovistu duzine F(Q jednako je udaljena od fokusa
i direktrise (za p/2) pa se sigurno nalazi na paraboli

u drugom koraku kroz fokus povucéemo paralelu s direktrisom (oznac¢imo je s
t) i nacrtamo kruznicu radijusa p sa sredistem u fokusu F'

kruznica sijece pravac t u tockama 77 i 15

obje tocke su udaljene za p od fokusa jer se nalaze na kruznici

istovremeno su obje udaljene za p od direktrise jer se nalaze na pravcu ¢
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e stoga obje tocke pripadaju paraboli

/ - ~
/ \\

/ }
“““ L
S
AN — _

Q 1Y

Slika 27: Drugi korak konstrukcije parabole
e tred¢i korak konstrukcije parabole zapocinjemo odabirom proizvoljne tocke T’
koja je smjestena na okomici, ali iznad fokusa

e kroz tocku T provucemo paralelu s direktrisom (oznacimo je s t) i nacrtamo
kruznicu radijusa d(7T', Q)

e kruznica sijece pravac t u tockama 77 i T
e tocke T i Ty su udaljene za d(T, Q) od fokusa jer se nalaze na kruznici
e istovremeno su udaljene za d(T, Q) od direktrise jer se nalaze na pravcu ¢

e zakljucujemo da se i tocke 77 i T3 nalaze na paraboli
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Slika 28: Trec¢i korak konstrukcije parabole

e ako postupak ponovimo s drugacijim odabirom tocke T dolazimo do jos dvije
tocke parabole

~ ~
/ AN
_sz”f_/ __________________ \ \T
l. ° li
' T2 ° ® ) Tl \
B 4 hoo
\ | /
\ Q /P
N _ _ e

Slika 29: Cetvrti korak konstrukcije parabole

e na kraju tocke spojimo u parabolu
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Slika 30: Dovrsetak konstrukcije parabole

3.4.3 Elementi parabole

e fokus i tjeme parabole

e fokus je tocka iz definicije parabole: sve tocke koje leze na paraboli su jednako
udaljene od fokusa i ravnalice ili direktrise

e tjeme je tocka koja je najblize fokusu, a time i ravnalici

tjeme

Slika 31: Fokus i tjeme parabole.

e 0s parabole: pravac koji dijeli parabolu na dva jednaka dijela

e ravnalica ili direktrisa: sve tocke koje leze na paraboli su jednako udaljene od
fokusa i ravnalice ili direktrise
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os parabole
—»

ravnalica 0

Slika 32: Fokus i tjeme parabole.

e parametar parabole: udaljenos fokusa od ravnalice (direktrise)
e parametar parabole obitno oznacavamo s p

e odmabh slijedi da je udaljenost fokusa od tjemena p/2, kao i udaljenost tjemena
od ravnalice

parametar parabole

Slika 33: Parametar parabole.

3.4.4 Jednadzba parabole

e ako je ishodiste koordinatnog sustava u tjemenu parabole, a os parabole lezi
na osi y, parabola ima jednadzbu oblika
Loy

= z—px (92)

Y
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Slika 34: Izvod jednadzbe parabole.

e trebamo dokazati dvije tvrdnje

Tvrdnja 1: ako tocka T'(x,y) pripada paraboli tj. ako je njena udaljenost od fokusa
I jednaka udaljenosti od direktrise p, za koordinate tocke vrijedi

L s

= 2—px (93)

Y

e tocka T'(x,y) prema pretpostavci pripada paraboli pa je udaljenost tocke od
fokusa jednaka udaljenosti tocke od direktrise

d(F,T) = d(p,T) (94)

e ishodiste sustava se nalazi u tjemenu parabole pa jednadzba direktrise glasi

p
- 95
Yy 5 (95)

dok su koordinate fokusa

e udaljenost tocke T'(x,y) od direktrise

d(p.T) = ly + 3| (97)

e udaljenost tocke T'(x,y) od fokusa

d(F,T) = \/932 + (y - g)2 (98)
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e uvjet () svodi se na

Jer (-2 =+ (99

e kvadriramo prethodnu jednadzbu

-9 =)
x+(y 5 v+ 3 (100)

2 2
x2+y2—py+%:y2+py+% (101)
7* = 2py (102)

e koordinate tocke T'(x,y) zaista su vezane relacijom

y=—x (103)

y=—=x (104)
onda je tocka T element parabole

e udaljenost tocke od fokusa (vidi sliku B4l iznosi

&= a? 4 (y - g)2 (105)

uvrstimo vezu izmed 1y ([[I) i kvadriramo izraz u zagradi

2

2oyt DY (y+ ) (106
=2y ty oyt =yt (5) = (Vg (106)

udaljenost tocke T' od ravnalice (vidi sliku B4 iznosi

ds :y+g (107)

udaljenosti d; i do su jednake

tocka T je jednako udaljena od fokusa i ravnalice pa se nalazi na paraboli
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4 Transformacije koordinatnog sustava

4.1 Translacija koordinatnog sustava

e pretpostavimo da u ravnini leze koordinatni sustavi S i .S’

e polozaj ishodista sustava S” u sustavu S odreden je vektorom

—_ N N
Y T
Y
O’ (0, o) x’
0) X

Slika 35: Translacija koordinatnog sustava.

polozaj tocke T' u sustavu S odreden je vektorom

— - -
OT = zi +yj (109)

polozaj iste tocke u sustavu S’ odreden je vektorom

. L
oT' =2"i+y'j (110)
e za svaku tocku 7T vrijedi
—_ —_— —
OT =00"+ 0T’ (111)
e uvrstimo jednadzbe (I0F), (I09) i (1) u prethodni izraz
wi+yj =i+ y'j + ol + yoj (112)

jedini¢éni vektori su linearno nezavisni pa mozemo izjednaciti izraze uz i i j

r=2"4+z0 1 y=v +1y (113)
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e nasli smo formule za transformacije koordinata pri translaciji koordinatnog
sustava

¥=x—x0 1 Y =y—yo (114)
r=a—x9 1 y=vy —yo (115)

e formule (IT4) i (ITH) omogucuju povezivanje koordinata tocke 7" u novom (S”)
i starom sustavu (.5)
4.2 Rotacija koordinatnog sustava

e pretpostavimo da koordinatni sustavi S i S’ leze u istoj ravnini, imaju za-
jednicko ishodiste i da kut izmedu osi z i 2’ (tj. y i y') iznosi ¢

.
<

N.l

N.l

Slika 36: Rotacija koordinatnog sustava u ravnini.

tocka T ima koordinate (x,y) u sustavu S, dok su njene koordinate u sustavu

S/ (xl’ y/>

zelimo povezati koordinate u sustavima S i S’

e skalarni produkt jediniénih vektora u sustavima S i S’
i1 =coso (116)
j-7 =cosd (117)
i-7 =cos(90° + ¢) = —sin¢ (118)
J -7 = cos (90° — ¢) = sin ¢ (119)

za opceniti vektor a@ vrijedi

= (a-i)i+(a-j)j (120)
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e primjenimo prethodnu formulu na jediniéne vektore i i ;'

(7
2

(J

)i+ (7 7)] = cos ¢i + sin ¢p]

T
./_

}
J

. ;)5—1— (;’ . j)j: — sin¢;+ cos qbf

32

(121)
(122)

e tocki 7" u sustavu S pridruzene su koordinate (x,y), a tocki 7" koordinate

(', y)

e vektor s hvatistem u ishodistu i krajem u tocki T" mozemo napisati u oba

sustava
7 s 2 I 172
Ol'=xi+yj=217+Yy]

e pomnozimo jednadzbu ([ZJ) s jediniénim vektorom 4’

¥ =ai-i +yj-i =xcos¢+ ysing

e pomnozimo jednadzbu ([[Z3) s jediniénim vektorom j’

- o —

v =zi-7 +yj -j' = —xsin ¢ + y cos ¢
e jednadzbe transformacije

2’ = xcos¢+ ysin @

/

Yy = —xsin¢g + ycos o
mozemo invertirati

x =12 cosp — y sin ¢

y =a'sin¢ + 4y cos ¢

5 Zadaci za vjezbu

Zadatak 1:

(123)

(124)

(125)

(126)
(127)

(128)
(129)

Neka sustav S’ nastaje iz sustava S translacijom ishodista za vektor 2Z+f i onda

rotacijom za kut ¢ = 60°. U sustavu S’ nadi jednadzbu pravca
r+2y+3=0.

Rjesenje: (2v3+1)2' +(2—V3)y' +14=0
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Zadatak 2:
Neka sustav S’ nastaje iz sustava S translacijom ishodista za vektor 2i + 7 i onda
rotacijom za kut ¢ = 60°. U sustavu S’ nadi jednadzbu kruznice

(x =1+ (y+3)%

2 2
13 +1 41-/3
(x’+%) +(y’+ 2\[> —4

Neka sustav S’ nastaje iz sustava S translacijom ishodiSta za vektor 2?—}—; i onda
rotacijom za kut ¢ = 60°. U sustavu S’ nadi jednadzbu elipse

Rjesenje:

Zadatak 3:

2 2
+

T

— = 1.
4

l\.’)|<§
ot

Zadatak 4:

Neka sustav S’ nastaje iz sustava S translacijom ishodista za vektor 2;+f i onda
rotacijom za kut ¢ = 60°. U sustavu S’ nadi jednadzbu hiperbole

2

8

2
Y.
9

[\)
ot

Zadatak 5:
Neka sustav S’ nastaje iz sustava S translacijom ishodista za vektor 2i + 7 i onda
rotacijom za kut ¢ = 60°. U sustavu S’ nadi jednadZbu parabole

y = 22°.



Funkcije

September 15, 2008

1 Definicija funkcije

e promatramo realne funkcije realne varijable
e za definiciju funkcije potrebna su nam dva podskupa skupa realnih brojeva
e oznaCimoihs Ai B

e zadati funkciju znaci zadati pravilo koje svakom elementu skupa A pridruzuje
jedan element skupa B

e takvu funkciju obi¢no ozna¢avamo s

fiA—B fla)=b (1)

e skup A zovemo podrucje definicije funkcije f
e da bi zadali funkcije, moramo zadati

— skup A s kojeg preslikavamo elemente
— skup B na koji preslikavamo elemente

— pravilo kojim bilo kojem elementu skupa A pridruzujemo element skupa
B

Primjer: kvadrat realnog broja

e Zelimo napisati funkciju koja ¢e svakom realnom broju pridruziti njegov kvadrat

e funkcija je definirana za svaki realni broj pa je skup s kojeg preslikavamo
elemente (tj. skup A ili podrucje definicije) cijeli skup realnih brojeva

1
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e kvadriranjem realnih brojeva mozemo dobiti samo pozitivne brojeve i nulu pa
se skup B sastoji od pozitivnih realnih brojeva i nule

e kona¢no, moramo formulom zapisati pravilo preslikavanja
e potrebni su nam ime argumenta i ime funkcije

e uobicajen izbor za ime argumenta je x, ali mozemo odabrati i bilo koje drugo
slovo (npr. s, t, u,...)

e najcesci izbor za ime funkcije je f, ali mozemo koristiti i g, h,. ..

e ako smo imena argumenta funkcije izabrali kao x i f, pravilo preslikavanja
glasi
flo)=2* z€R (2)

e da smo za ime argumenta odbrali ¢, a za ime funkcije g istu funkciju bi zapisali
kao
gty =1, teR (3)
1.1 Prirodno podrucje definicije

e ako podrucje definicije nije navedeno, onda podrazumjevamo prirodno po-
drucje definicije tj. skup svih realnih brojeva na kojima je funkcija definirana

Primjer:

e promotrimo funkciju zadanu formulom

flz) = (4)

e odmah mozemo uociti tocku = = 2 za koju funkcija nije definirana jer nije
dozvoljeno dijeliti s nulom

e dakle, prirodno podrucje definicije ove funkcije je skup realnih brojeva bez
broja 2
A=TR {2} (5)

Primjer:

e promotrimo funkciju zadanu formulom
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e funkcija nije definirana ako je z—3 < 0 jer korijen negativnog broja ne pripada
skupu realnih, nego kompleksnih brojeva

e prirodno podruéje definicije ove funkcije je skup

A={zreR; z>3} (7)

1.2 Jednakost funkcija
e da bi dvije funkcije
f:tA—=B i g:C—D (8)
bile jednake moraju biti ispunjena tri uvjeta

— podrucja definicija moraju biti jednaka: A = C
— skupovi na koje preslikavamo elemente moraju biti jednaki: B = D

— vrijednosti funkcije moraju biti jednake za svaki argument z iz podrucja
definicije funkcije

flz)=g(x) VeeA=C (9)
Primjer:
e promotrimo funkcije
2 -4
f(z) = 5 ig(x) =x+2 (10)

e funkciju f mozemo napisati u obliku

(x —2)(x +2)
r—2

fla) = (11)

e funkcije f i g o¢ito imaju iste vrijednosti, osim u slucaju x = 2 jer u toj tocki
funkcija f nije definirana

e podrucja definicije ove dvije funkcije nisu jednaka, pa ni same funkcije nisu
jednake

f#g9 (12)



1 DEFINICIJA FUNKCIJE 4

1.3 Graf funkcije
e grafom funkcije f zovemo skup tocaka u ravnini za koje vrijedi

G=Alz,y): y=fz)} (13)

Primjer: graf funkcije f(z) = 2?

Slika 1: Graf funkcije f(x) = 2.

e da bi neki skup tocaka u ravnini bio graf funkcije, svakoj vrijednosti x mora
pripadati najvise jedna vrijednost y

e to znadi da pravac x = a koji sijece skup tocaka, to ¢ini u tocno jednoj tocki

T = (a, f(a)) (14)

e skup tocaka na slici je graf funkcije jer svaki pravac x = a sijece skup u to¢no
jednoj tocki
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y=x Y

Slika 2: Skup tocaka {(z,z*)} predstavlja graf funkcije f(z) = 2%

e sljededi skup tocaka nije graf funkcije jer pravac x = a ,a > 0 sijece skup u
dvije tocke

|
|
|
(a7 _\/a)l

|z =a y=—z

Slika 3: Skup tocaka {(x, £v/7)}.

e ako u prethodnom slucaju skup ogranic¢imo samo na pozitivne vrijednosti y =

vz dolazimo do grafa funkcije f(z) = +/x
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Slika 4: Skup tocaka {(z,++/7)}.

e ako skup ograni¢imo samo na negativne vrijednosti y = —y/x dolazimo do
grafa funkcije f(x) = —/x

Y

|
|
|
|
|
|
(a, —va))|

|z =a y=—x

Slika 5: Skup tocaka {(x, —y/z)}.

1.4 Monotone funkcije

e neka je zadana funkcija f: A - R, A CRiinterval [a, ]
e za funkciju f kazemo da monotono raste na intervalu [a, b] ako vrijedi

T < T9g — f(l’l) < f(l’g) (15)
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e za funkciju f kazemo da monotono pada na intervalu [a, b] ako vrijedi

r1 < 19 = f(x1) > f(29) (16)
e za funkciju f kazemo da strogo raste na intervalu [a, b] ako vrijedi

Ty < 29 => f(x1) < f(22) (17)
e za funkciju f kazemo da strogo pada na intervalu [a, b] ako vrijedi

11 < 29 = f(x1) > f(22) (18)

Primjer: funkcija f(z) = z? strogo raste na intervalu [0, o)

Y

f(z2)

I
-
Al ) T

Slika 6: Funkcija f(z) = 22 strogo raste na intervalu [0, 0o).

Primjer: funkcija f(z) = 2 strogo pada na intervalu (—oo, 0]

Y

X

Slika 7: Funkcija f(z) = x? strogo pada na intervalu (—oo, 0].
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Primjedbe:
e interval [a, b] ukljucuje oba kraja a i b (dvije uglate zagrade)
e interval [a,b) ukljucuje samo tocku a, ali ne i tocku b (jedna uglata zagrada)
e interval (a,b] uklju¢uje samo tocku b, ali ne i tocku a (jedna uglata zagrada)
(a,b

e interval (a,b) ne ukljucuje ni tocku a, ni tocku b

1.5 Parne i neparne funkcija

e neka je funkcija f zadana na simetricnom skupu D C R
e za simetri¢ni skup vrijedi
re€D = —x€D (19)
e funkcija f je parna ako vrijedi
f(=z) = f(x) (20)

e graf parne funkcije je simetrican u odnosi na os y

y
f()

I
I
|

1 I T

I
I
l

Slika 8: Graf parne funkcije simetrican je u odnosu na os y.
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e funkcija f je neparna ako vrijedi

e graf neparne funkcije je simetrican u odnosu na ishodiste

f(x1)

f(x)

&0— —

Slika 9: Graf neparne funkcije simetrican je u odnosu na ishodiste.

2 Operacije s funkcijama

2.1 Algebarske operacije

e pretpostavimo da funkcije f i g preslikavaju podskup skupa realnih brojeva A

na skup realnih brojeva R
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e definiramo sljedec¢e funkcije
— zbroj funkcija fig: f+g
— razliku funkcija fig: f—g
— umnozak realnog broja c i funkcije f: cf

— umnozak funkcija: f g

— kvocijent funkcija: /
9

10

e podrucje definicije svih tih funkcija jednak je podrucju definicije funkcija f i

g (dakle skup A), osim u sluc¢aju kvocijenta funkcija

e tada iz podrucja definicije moramo iskljuciti nultocke funkcije g jer ne smijemo

dijeliti s nulom
e algebarskim operacijama djelujemo na vrijednosti funkcija

— zbroj funkcija: (f + g)(z) = f(x) + g(x)
— razlika funkcija: (f — g)(x) = f(x) — g(x)

— umnozak realnog broja c i funkcije f: (¢f)(z) =c- f(z)

— umnozak funkcija: (f - g)(z) = f(z)g(zx)

kvocijent funkcija: (f/g)(x) = M

g(z)

Primjer: zbrajanje, oduzimanjem mnozenje i dijeljenje funkcija

e neka su zadane funkcije

sin x

flz) =2 i g(f):m

e funkcije zbrajamo tako da zbrojimo vrijednosti funkcija

sin x

(f+9)(@) = f@) + g(@) = 2" + T3

e funkcije oduzimamo tako da oduzmemo vrijednosti funkcija

sin x
1+ 22

(f —9)(2) = f(2) — g(a) = 2°

(22)

(23)

(24)
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e funkcije mnozimo tako da pomnozimo vrijednosti argumenata

x?sinx
cg) = = — 25
(f-9)=f2)g(z) = 77— (25)
e funkcije dijelimo tako da podijelimo vrijednosti argumenata pritom pazeci da
iz podrucja definicije konacne funkcije izbacimo nultocke nazivnika

(f/g)(z) = ggg = x2(slnz;:c2) squady # km, k € Z (26)

e nultocke funkcije sin z koje moramo eliminirati iz podrué¢ja definicije funkcije

(f/9)(x)
2o =k ke Z (27)

Primjer: mnozenje funkcije realnim brojem

e neka je zadana funkcija f(x) = sinz i realni broj ¢ = 3
e funkciju mnozimo realnim brojem tako da njezinu vrijednost pomnozimo tim
brojem
(cf)(x) =cf(x) =3sinx (28)

2.2 Kompozicija funkcija

e zadane su dvije funkcije
f:A—-R i g: B—TR (29)
e podrucja definicije obje funkcije su podskupovi skupa realnih brojeva
A, BCR (30)

e da bi objasnili sto je kompozicija funkcija, trebamo uvesti pojam slike funkcije

e slika funkcije f je skup

flA)={yeR: y= f(x)zancki z € A} (31)

e pretpostavimo da je slika funkcije f podskup skupa B

f(A)c B (32)
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e definiramo funkciju h : A — R koja djeluje na element x € A na sljedeci

nacin

W) = (go f)(x) = g(f(x)) (33)

e funkciju h = f o g zovemo kompozicija funkcije f i g

Primjer

e neka su zadane funkcije

2.3

zelimo naci kompoziciju funkcija g o f
funkcija f preslika broj x u broj x?

zatim funkcija g preslik broj 2% u broj sin z?

(9o f)(x) = g(f(2)) = g(*) = sina® (35)

Inverzna funkcija

da bi postojala inverzna funkcija od funkcije f : A — B nuzne su dvije
pretpostavke

— funkcije f preslikava razli¢ite elemente skupa A u razlicite elemente skupa
B

— svaki element skupa B je slika nekog elementa skupa A

u tom slucaju mozemo definirati funkciju g : B — A tako da vrijedi

floly) =y VyeB (36)
g(f(x)) =2 VYreA (37)

ako za funkciju f postoji takva funkcija g, tada je njihova kompozicija identitet
tj. funkcija koja preslikava svaki element u samog sebe

(feg)=1p 1 (gof)=14 (38)
zato funkciju g zovemo inverzna funkcija i koristimo oznaku f~*

(fof=1p 1 (flof)=14 (39)
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e graf inverzne funkcije f~! je zrcalna slika grafa funkcije f u odnosu na pravac
y=x
e ako je tocka (x,y) element grafa funkcije f(z)
y=flz) = 2= ["y), (40)

pa je tocka (y,z) element grafa funkcije f=*

Slika 10: Graf funkcije f i pripadne inverzne funkcije f~1

Primjer: inverz funkcije f(z) =2x — 1

e podrucje definicije ove funkcije je cijeli skup realnih brojeva
e slika funkcije je takoder cijeli skup realnih brojeva

e za ovu funkciju je ispunjena i druga pretpostavka postojanja inverzne funkcije

xy # 1y = f(21) # f(12) (41)



2 OPERACIJE S FUNKCIJAMA 14

e sve pretpostavke postojanja inverzne funkcije su ispunjene

1 1
f(x):2x—1:>y:2x—1:>x:§y+§ (42)
B 11
— f (x)z—:c—i—Q (43)
/ / / T
/
/
Slika 11: Graf funkcije f(x) = 2z — 1 i pripadne inverzne funkcije f~(z) = 32 + 3
Primjer: inverz funkcije f(z) = x*
e podrucje definicije ove funkcije je cijeli skup realnih brojeva
e slika funkcije je podskup skupa realnih brojeva
f(R)={xeR:2>0} (44)

koji sadrzi samo pozitivne realne brojeve i nulu

e svaki element slike funkcije f(R) je slika nekog elementa podrucja definicije R
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e druga pretpostavka postojanja inverzne funkcije nije ispunjena jer se razliciti
elementi podrucja definicije mogu preslikati u isti element slike funkcije, npr.

f(=3)=1B3)
e ovako definirana funkcija f(z) = 2% nema inverznu funkciju

e ogranic¢imo sada podrucje definicije na realne brojeve x > 0

fi{reR: >0} -{reR: x>0} (45)

e ogranicavanjem podrucja definicije, uklonili smo problem

Yy 2

Slika 12: Graf funkcije f(z) = 22 s cijelim skupom realnih brojeva kao podrucjem
definicije (lijevo) i sa ograni¢enim podrucjem definicije {z € R ,x > 0} (desno).

e za funkciju
f:{reR:2>0}—={zeR:2>0}, f(z)=2" (46)
bez problema mozemo naci inverz

y=1"=1="+y (47)

e izabrali smo pozitivan predznak jer smo podrucje definicije ogranicili na z > 0
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/

Slika 13: Funkcija f(z) = z* s podru¢jem definicije {R : # > 0} i njezina inverzna
funkcija f~! = /x

e da smo napravili ogranicenje x < 0 izabrali bi negativan predznak

/ y=—1

Slika 14: Funkcija f(z) = z* s podru¢jem definicije {R : # < 0} i njezina inverzna
funkcija f~1 = —/z
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3 Elementarne funkcije

e u primjenama matematicke analize ¢esto susre¢emo pojam elementarnih funkcija
e osnovne elementarne funkcije obuhvacaju

— polinomi

— racionalne funkcije

— eksponencijalne funkcije
— logaritamske funkcije

— opca potencija

— trigonometrijske funkcije

— ciklometrijske funkcije

e sve slozene elementarne funkcije mozemo dobiti iz osnovnih elementarnih funkcija
primjenom konaé¢nog broja aritmetickih operacija (zbrajanje, oduzimanje, mnozenje
i dijeljenje) i konaénog broja kompozicija funkcija

Primjer:
e trigonometrijske funkcije i polinomi su osnovne elementarne funkcije
f(z)=sinz i g(x)=2>+22-7 (48)

e kompozicija g o f je slozena elementarna funkcija

g(f(x)) = (sinx)* 4 2(sinz) — 7 = sin* x + 2sinz — 7 (49)

3.1 Eksponencijalne funkcije

e cksponencijalnu funkciju s bazom a zapisujemo na sljedeé¢i nacin

f(x) =a® (a>0) (50)

e navedimo neka svojstva eksponencijalnih funkcija

— podrucje definicije eksponencijalne funkcije je cijeli skup realnih brojeva

— eksponencijalna funkcija poprima samo pozitivne vrijednosti

_ a$1+x2 = q* . g*2
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— g¥1TT2 = gt /arz
—a'=1
_ (am)Iz = q%1%2

— ako je a > 1 funkcija a” je strogo rastuca

Y

X

Slika 15: Primjer rastuce eksponencijalne funkcije (a=2).

— ako je a < 1 funkcija a” je strogo padajuca

y
f(z) = a”

X

Slika 16: Primjer padajuée eksponencijalne funkcije (a=1/2).

— slucaj 1* = 1 ne smatramo eksponencijalnom funkcijom

3.2 Logaritamska funkcija

e cksponencijalna funkcija f(z) = a zadovoljava uvjete postojanja inverzne
funkcije
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— za svaki pozitivni broj y mozemo nadi realni broj = tako da vrijedi y = a”

— ako je x1 # x5 tada je a™' # a®* (pravac x = a sijece graf eksponencijalne
funkcije u samo jednoj tocki)

inverznu funkciju eksponencijalne funkcije zovemo logaritamska funkcija

y=a"= x=1og,y (51)

podrucje definicije logaritamske funkcije je skup pozitivnih realnih brojeva
(bez nule)

logaritamska funkcija poprima vrijednosti na cijelom skupu realnih brojeva

graf logaritamske funkcije dobijemo zrcaljenjem grafa eksponencijalne funkcije
s obzirom na pravac y = x

logaritamska funkcije strogo raste ako je a > 1

Yy
/
/
/
/
a’ =1 d
/
y 1 log,1=0 %
/
/
7/ |
e [ @) = log,

Slika 17: Strogo rastuca logaritamska funkcija.

e logaritamska funkcija strogo pada ako je 0 < a < 1



3 ELEMENTARNE FUNKCIJE

Yy
/
/
/
/
a’ =1 d
/
y 1 log,1=0 *
/
/
7/ |
e [ (@) = log,

Slika 18: Strogo padajuca logaritamska funkcija.

uz pretpostavku xz; > 01 x9 > 0 vrijedi

log, z1 - x5 = log, 1 + log, x2

log, o log, z1 — log, 2
X2

log,1 =0
mozemo izvesti i vezu izmdu logaritama s razli¢itim bazama

pretpostavimo da vrijedi

a"t =y =z =log, y
b"? =y = x9 = log, y

eksponencijalna i logaritamska funkcija su inverzne

blogba = q — ax — (blogba)l‘ _ bxlogba — logb a:c — xlogba

iskoristimo jedn. (B3)

log, a™* = x1log, a = log, y = x; log, a

20
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e sada iskoristimo jedn. (BH)

1
log, a

log,y = 29 = 29 = 11l0ga = x; =

e opet koristimo jedn. (B3) i (BG)

1
log,y = I log, y

og, @
Primjer: veza prirodnih i dekadsih logaritama

e prirodni logaritam kao bazu ima iracionalni broj e

e=2.7182818...

za prirodni logaritam koristimo i posebnu oznaku

log,x =Inx

dekadski logaritam kao bazu ima broj 10

za dekadski logaritam koristimo oznaku bez baze

log,pz = logx

veza dekadskog i prirodnog logaritma

4 Zadaci za vjezbu
Zadatak 1
Izracunajte go f i f o g ako je f(x) = 2% i g(x) = sin .

Zadatak 2

r—1 .
i
r+1

Izracunajte go f i f o g ako je f(x) = g(z) =2*+ 2z + 1.

€2

21

(61)

(62)

(64)
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Zadatak 3

Izracunajte go f i fog ako je f(x) = /x ig(x) =sinz.
Zadatak 4

Nadite inverznu funkciju funkcije f(z) = /z + 1.
Zadatak 5

Nadite inverznu funkciju funkcije f(z) = —5.
Zadatak 6

Nadite inverznu funkciju funkcije f(z) = vz — 2.
Zadatak 7

Pokazite da je zbroj dviju parnih funkcija parna funkcija.
Zadatak 8

Pokazite da je produkt parne i neparne funkcije neparna funkcija.
Zadatak 9

Pokazite da je produkt dviju parnih funkcija parna funkcija.
Zadatak 10

Pokazite da je produkt dviju neparnih funkcija parna funkcija.
Zadatak 11

Izvedite sljedece relacije

1
log, 2" =nlog,z 1 log,— = —log, =
x



Osnove diferencijalnog racuna

September 15, 2008

1 Uvod

1.1 Problem brzine

e Zelimo izracunati brzinu tijela

e ako put koji je tijelo preslo mozemo izraziti kao funkciju vremena

s = s(t) (1)

onda je prosjecna brzina na intervalu [ty, t1] kvocijent prijedenog puta i duljine

vremenskog intervala

s(t1) — s(to)
th — 1o

v =

(2)

Primjer 1: vertikalni hitac

e tijelu ispaljenom vertikalno uvis mjerimo polozaj u odredenim vremenskim
intervalima

e rezultati mjerenja navedeni su u tablici [T

t(s) || 0.05 | 0.10 | 0.15 | 0.20 | 0.25 | 0.30 | 0.35 | 0.35 | 0.40 | 0.45
h (m) || 0.238 | 0.451 | 0.640 | 0.804 | 0.943 | 1.059 | 1.149 | 1.215 | 1.257 | 1.273
t(s) || 0.50 | 0.55 | 0.60 | 0.65 | 0.70 | 0.75 | 0.80 | 0.85 | 0.90 | 0.95
h (m) || 1.274 | 1.266 | 1.234 | 1.178 | 1.097 | 0.991 | 0.861 | 0.706 | 0.527 | 0.323

Tablica 1: Visina tijela u ovisnosti o vremenu.
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e Zelimo izracunati prosjecnu brzinu tijela na intervalu [to, t1]

hi1 — hg
t1 — 1o

(3)

T(to, t1) =
e na sljedece cetiri slike prikazane su srednje brzine za vrijednosti intervala At =
0.5,0.25,0.20,0.10 s
e srednju brzinu na slikama usporedujemo s pravom brzinom

e tijelo se giba jednoliko ubrzano pa vrijedi

v(t) = vy — gt (4)

o) (0
7 N

-

AN

Slika 1: Prosjetna brzina za intervale At = 0.5s (lijevo) i At = 0.25s (desno). Za
usporedbu je nacrtana i prava brzina (crna linija).

v v o()

N\ (t >
7N\

N
N

*

Slika 2: Prosje¢na brzina za intervale At = 0.2s (lijevo) i At = 0.1s (desno). Za
usporedbu je nacrtana i prava brzina (crna linija).
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e sa slika je oc¢ito da se smanjivanjem intervala priblizavamo pravoj brzini

e na sljedecoj slici je prikazana prosjecna brzina u trenutku ¢y = 2s u ovisnosti
o duljini intervala At
s(t =2s+ At) — s(t = 2s)

v At (5)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
s

- - - - - - - - =
b - - — - — —

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
.0

0.01 0.1 02 03 04 05 At

Slika 3: Prosje¢na brzina u trenutku ¢ = 2s u ovisnosti o duljini intervala At. Za
usporedbu je horizontalnom linijom oznacena i prava brzina u trenutku ¢t = 2s.

e mozemo zakljuciti da je prava brzina granicni slu¢aj prosjecne brzine

w s(t+ AAtzL — s(t) (6)

e oznaka
lim f(z) =a (7)

T—T0

znaci da se funkcija f(z) priblizava vrijednosti a (po volji blizu) kada se argu-
ment z priblizava vrijednosti x

e dakle, ako se vremenski interval At priblizava nuli (postaje po volji mali) onda
se vrijednost omjera As/At priblizava brzini ¢estice

1.2 Problem tangente

e zelimo nacrtati tangentu na graf funkcije f(x) u tocki T'(z,y)
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e prvo crtamo sekantu tj. pravac koji sijece krivulju u tockama T'(z, f(x)) i
Th(z + Az, f(z + Ax))

Y

Slika 4: Sekanta koja prolazi kroz tocke T" i T5.

e nagib sekante mozemo odrediti iz pravokutnog trokuta na sl. g

= LEFAN @) _ Jla+ 80 /) .

e ako tocku 75 priblizavamo tocki 7' (tj. ako smanjujemo vrijednost Azx), kao
na sl. B sekanta se priblizava tangenti
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X

Slika 5: Priblizavanjem tocke T3 tocki T sekanta se priblizava tangenti.

e konacno, ako Axr — 0 sekanta prelazi u tangentu prikazanu na sl.

Y

X

Slika 6: Tangenta na graf funkcije f(z) u tocki T'(z, f(x))

e primjeri na slikama odgovaraju tangenti na graf funkcije f(z) = 32 — 32+ 6
u tocki x = 3.5

e u tablici navedene su vrijednosti kuta [ za nekoliko razmaka tocaka T i T,
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Az| 2 1 05 00
B 56° 450 370 27°

Tablica 2: Vrijednosti nagiba sekante za nekoliko razmaka medu tockama 7' i T5.

2 Pojam derivacije

2.1 Prirast funkcije

e neka su x; i 9 vrijednosti argumenta x, a y; = y(r1) i y2 = y(x2) odgovarajuce
vrijednosti funkcije y = f(z)

e prirast argumenta z u intervalu [z, x5] definiramo kao
Axr =x9 — 11, 9)
a prirast funkcije y kao

Ay =y —y1 = f(x2) — f(21) = f(21 + Ax) — f(71) (10)

e prirast funkcije ovisi o tocki zq, prirastu argumenta Az i samoj funkciji f

e kvocijent Ay/Ax predstavlja srednju brzinu promjene funkcije y u intervalu
(1,21 + Az]

e omjer prirasta funkcije i prirasta argumenta odgovara koeficijentu smjera sekante
TT, grafa funkcije y = f(z)

Ay
tan 3 = Ay (11)
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Slika 7: Koefinicijent smjera sekante jednak je omjeru prirasta funkcije i prirasta
argumenta.
e racunamo prirast funkcije
f(x)==2*-32+6 (12)
u tocki 1 = 3

Af = fle+ Ax) = f(z)

1 1
:§(x+A:c)2—3(x+A:c)+6—§m2+3m—6

=zAx + % (Az)® — 3Ax (13)

e sada mozemo izracunati prirast u bilo kojoj tocki

e npr., uvrstimo x = 3.5 u jedn. (I3

Aflgs = 5 (A2 + 5A (14)

1
2

e promotrimo nekoliko konkretnih vrijednosti prirasta funkcije A f i nagiba sekante
£ u tocki x = 3.5
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Az | 14 1.2 1.0 08 06 04 02 0.1

0.05 0.01

Af] 168 132 10 072 048 0.28 0.12 0.06 0.026 0.005

B 15020 47.7% 45° 42.0° 38.7Y 35° 319 28.8° 27.70 26.8°

Tablica 3: Prirast funkcije Af i nagibi sekanata grafa funkcije u
funkciju definiranu u jedn. () u ovisnosti o prirastu argumenta

e ako smanjujemo prirast argumenta Az, prirast funkcije se
dok se nagib sekante priblizava vrijednosti 3 ~ 26°

2.2 Derivacija funkcije

tocki x = 3.5 za
Ax.

takoder smanjuje

e derivaciju funkcije f u tocki x definiramo kao grani¢nu vrijednost

o A ()
dr  Az—0 Az

e za derivaciju funkcije u upotrebi su jos neke oznake

df_ / _ f
2 = (@) = f(@)

e oznaku f obi¢no koristimo u mehanici
Primjer: derivacija funkcije f(z) = $2? — 3z 4 2
e prirast ove funkcije smo veé izracunali u proslom odjeljku
1 2
Af =zAzx+ 5 (Azx)” — 3Ax

e podijelimo prirast funkcije s prirastom argumenta

Af 1

e konacno, odredimo grani¢nu vrijednost

. Af 1
AlggoA—x_Alggo <§Ax—|—a?—3) =z—-3

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)



derivacija sume jednaka je sumi derivacija
(f +9) (2) = f'(z) + ¢'(2)
ozna¢imo sumu funkcija figs h
W) = f(x) + g(x)
prirast funkcije h(x)

Ah = (f+g)(x+Az)—(f+g)(z)

= [z + Az) = f(2) + g(z + Az) — g(z)

= Af+Ag

(20)

(21)

(22)

(23)

3 OSNOVNA PRAVILA DERIVIRANJA
e derivacija funkcije f(z) = %xz — 3z + 2 glasi
df
Y3
dx ‘
e nagib tangente u tocki x = 3.5
_df _ _ _ op 50
tan 3 = e = (x —3)|,_35 = 0.5 = [ = 26.56
r=3.5
e nagibi sekanata navedeni u tablici ] priblizavaju se upravo gornjoj vrijednosti
3 = 26.56"
e prve primjene derivacija koje susre¢emo u fizici su brzina i akceleracija cestice
e brzina odgovara derivaciji puta po vremenu
. s(t+At)—s(t)  ds
t) = l = —
olt) = lim, At dt
e akceleracija odgovara derivaciji brzine po vremenu
v(t+ At) —o(t) dv
t) = 1 = —
alt) = lim, At dt
3 Osnovna pravila deriviranja
3.1 Suma i razlika funkcija

(26)
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3.2

kvocijent prirasta

Ah  Af Ag
— L 4 =7 2
Ax Az + Ax (27)
trazimo graniénu vrijednost
AV, SERRVAY . Ag
M) = i, Re = Am A T A Ay
= f'(z) + ¢'(z) (28)

analognim postupkom bi pokazali da je derivacija razlike funkcija jednaka ra-
zlici derivacija

(f —9)(x) = f'(z) = ¢'() (29)

Produkt funkcija

promatramo produkt funkcija
h(z) = f(z)g(x) (30)
promjena argumenta Az vodi na
h+Ah=(f+Af)(g+Ag) = fg+ (Af)g+ f(Ag)+ (Af)(Ag)  (31)

prirast produkta funkcija

Ah = fg+ (Af)g+ f(Ag) + (Af)(Ag) — fg
= (Af)g+ f(Ag) + (Af)(Ag) (32)

kvocijent prirasta
Ah  Ag Af Af
Ar T Re TR T RSN (33)

trazimo graniénu vrijednost

W) = Jim o

... Ag . Af . Af
= [ dim =g lim = lim = Ag

= f(x)g'(z) + f'(z)g(z) + f'(z) - O (34)
derivacija produkta iznosi

(f(2)g(x)) = f(x)g'(z) + f'(x)g(x) (35)



3 OSNOVNA PRAVILA DERIVIRANJA 11

3.3

3.4

Kvocijent funkcija

promatramo kvocijent funkcija

_f@)
promjena argumenta Az vodi na
_fHAS
h+Ah_g+Ag (37)
prirast kvocijenta funkcija
A f_(FHANg g+ Ag)
g+Ag g (9+Ag)g
_ f9+(Af)g—f9— f(Ag)
9%+ (Ag)g
_9(Af) — f(Ag)
2+ (Ag)g (38)

omjer prirasta Ah i prirasta argumenta Ax

A A
Ah_gA—Ufz— 2 (39)

Az g*+(Ag)g
granicna vrijednost prirasta kvocijenta funkcija
. Ah g = ¢
/ e _— =
i) = AI}UIEO Ax g? (40)
Kompozicija funkcija

postupak deriviranja kompozicija funkcija ¢emo samo objasniti bez dokaza

pretpostavimo da su zadane dvije funkcije f(x) i g(z), kao i njihova kompozi-
cija

hz) = (9o f)(z) = g(f(z)) (41)
slozenu funkciju h(x) deriviramo u tri koraka
prvo deriviramo funkciju ¢(y) i u nju uvrstimo funkciju f(x)

zatim deriviramo funkciju f(z)

na kraju pomnozimo rezultate prvog i drugog koraka

(go f)(z) =g'(f(x))- f'(x) (42)
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Derivacije elementarnih funkcija

e izravno raCunanje derivacija elementarnih funkcija pokazat ¢emo na jednos-
tavnom primjeru cjelobrojnih potencija

e postupak za ostale elementarne funkcije je vrlo slican

e u praksi koristimo tablicu derivacija elementarnih funkcija koja je navedena
na kraju poglavlja

e trazimo derivaciju funkcije g(x) = 2"
e prirast funkcije g(x)

Ag =gz + Ax) —g(x) = (v + Ax)" — 2" (43)
e iskoristimo binomni teorem
(z + Az)"” = Y ( Z ) 2" (A (44)
k=0
e clan k = 0 u sumi () se ponisti s ¢lanom x™ u jedn. ([EJ) i preostaje
Ag = ; ( Z ) "R (Ax)* (45)

e omjer prirasta funkcije ™ i prirasta argumenta

n

% _ ﬁ i ( i ) At =3 < i ) AT (46)

k=1 k=1

e da bi izrac¢unali derivaciju, potrebna nam je grani¢na vrijednost izraza (4g)

n

. Ag . n n—k k-1
i, R = D ( ; ) 2"~ (Aa) (47)
e svi clanovi (Az)"! iscezavaju osim clana s nultom potencijom

(Ax)*" — 0 osimza k=1 (48)

e derivacija funkcije 2"

dg .. Ag [ n\ ..
%_Alirﬂm_x_<1)x (49)
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e binomni koeficijent

(V) =5 g

e konacno, derivacija cjelobrojne potencije

% =na" ! (51)

e odavde odmah sljedi da derivacija konstante iS¢ezava jer je u tom slucajun = 1

d

9 , ¢ = konst. (52)
dx

%item nesto sloznijim postupkom bi dokazali da

e derivacije elementarnih funkcija mozemo sazeti u sljedecoj tablici

!
flx) | f(=)
C 0
x¢ cx™!
er er
1
Inz —

‘ T
sin CcosS ¥
CcoS T —sinx
tanx 12

COS 11‘
cotx — =
. Slfl X
arcsin x 1_1:02
arccos x 11_m2
arctan x T +€2
arccotx a2

Tablica 4: Derivacije elementarnih funkcija.

5 Primjeri

5.1 Derivacija produkta funkcija: h(zx) = xsinx

e racunamo derivaciju funkcije h(x) = rsinz

e radi se o produktu dvije funkcije f(z) =z i g(x) = sinx
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e derivacija produkta dvije funkcije

d df dg
I [f(z)g(z)] = I

o) + f(2)

e deriviramo funkcije fig

df 1 dg
— =11 -~ =coszx
dx dx
i uvrstimo ih u jedn. (B3)
d . . .
— [zsinz] =sinz + zcosz
x

5.2 Derivacija kvocijenta funkcija

sinz

e racunamo derivaciju funkcije h(z) = *=

e radi se o kvocijentu dviju funkcija f(z) =sinz i g(z) =z
e derivacija kvocijenta dviju funkcija

L)

e deriviramo funkcije f i g
df 1 1 dg CoSs
— = 1] = = xT
dx dx

i uvrstimo ih u jedn. (BG)

d{sinx} TCoST —sinx  cosr  sinx

dr | = 2 T 2

5.3 Derivacija kompozicije funkcija: h(x) = cos® x

e racunamo derivaciju kompozicije funkcija

g(x) =cosz i f(y) =y’ = flg(x)) = (cosz)’

e derivacija kompozicije h = fog

W(z) = f'(9(x)) - g'(x)

14

(53)

(54)

(55)

(57)

(58)

(59)

(60)
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e deriviramo funkciju f(y)
!
f'ly) = (v°) = 3y*
i uvrstimo y = g(z) tj. y = cosx

F(g(x)) = 3cos x

e joS moramo izracunati derivaciju funkcije g(x)

g (x) = —sinx
e derivacija kompozcije h(x)
di [cos® 2] = f'(g(2)) - ¢'(x) = 3cos’x - (—sinz) = —3cos” zsinz
T

6 Zadaci za vjezbu

Izracunajte derivacije sljede¢ih funkcija

o flz)=—22
o f(z) = 5x?
o f(z) =32 — 42 +22x+1
o flz)=1/x
o f(z)=a2cosz
o flz)=e"lnw
o flz) =42
o f(x)=sinz?
o f(z) = (cosz)’
Rjesenja:

o fl(a)= 2= f'(1) = -2
o f'(z) =10z = f'(1) =10

15

(64)
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= 8T sz (1) = cos 1 —sin 1 = 0.982

T 2

f'(x)
f'(@)
f'(@)
o fllr)=e¢"Inz+e"l = f(1)=e(l1+Inl) =e=2.718
f'(x)
f'(@)
f'(x)

16



Osnove integralnog racuna

September 12, 2008

1 Problem povrsine

e zelimo izrac¢unati povrsinu omedenu grafom funkcije f(z) izmedu tocaka r = a
iz=>0

Slika 1: Povrsina omedena grafom funkcije f(x).

e interval [a, b] podijelimo na n podintervala
[0, x1], 1, 2], [x2, 23], ..., [Tn_1,xn] (1)
e pocetna tocka odgovara lijevoj, a krajnja desnoj granici intervala
ro=a i x,=0b (2)

e na svakom podintervalu [x; i, z;] odaberemo proizvoljnu tocku &;
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Zo T T2 XT3 §4 Ty Ty T

Slika 2: Primjer podjele intervala [a, b] na pet podintervala.

povrsinu ispod grafa na podintervalu [z;_1, ;] mozemo priblizno zamijeniti s
povrsinom pravokutnika Sirine x; — x;_1 1 visine f(&;)

Si= [z —xia] - (&) (3)
zbrajanje povrsina svih pravokutnika daje pribliznu vrijednost ukupne povrsine

§ =2 8= loi—wia] f(&) (4)

i
sumu S u jedn. (@) zovemo integralna suma

u daljnjim razmatranjima koristit ¢emo jos i pojmove gornje i donje integralne
sume

donju integralnu sumu definiramo tako da za & odaberemo tocku u kojoj
funkcija postize minimalnu vrijednost na intervalu [x; 1, 7]

oznac¢imo s f! . minimalnu vrijednost funkcije f(z) na i-tom podintervalu

man
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PROBLEM POVRSINE 3

5

min

_ x
Top=a I €2 X3 Ta x5=10

Slika 3: Donja integralna suma.

povrsina i-tog pravokutnika iznosi
Si = [ri —xi4] - fmn (5)
za bilo koju tocku &; na i-tom podintervalu vrijedi
F&) = frum = F&)[wi — wima] > frinlvi — @ici] (6)

sumacijom po svim podintervalima dolazimo do zakljucka

Z &)z — i) > Z Frinli — i1 (7)

povrsina omedena grafom f(z) sigurno je veéa od donje integralne sume defini-

rane izrazom
i

oznac¢imo s f! — maksimalnu vrijednost funkcije f(z) na i-tom podintervalu



1 PROBLEM POVRSINE 4

5
Yy max

Top=a I3 o) x3 Ta x5=10 X
Slika 4: Gornja integralna suma.
e za bilo koju tocku &; na i-tom podintervalu vrijedi
F(&) < faae == F(E) (i = @im1) < frae (@i — i) (9)

e sumacijom po svim podintervalima dolazimo do zakljucka

Z f&) (i —wiq) < Z (T — Ti1) (10)

e povrsina omedena grafom f(x) sigurno je manja od gornje integralne sume
definirane izrazom

Staz = Z f?ima:(xi - xifl) (11)
Primjer: povrsina ispod grafa funkcije f(z) = 2% na intervalu [0, 1]
e radi jednostavnosti koristimo podintervale jednake duzine

1
i — Ti1 = — 12
Ti— T - (12)

Slika 5: Podjela intervala [0, 1] na 5 podintervala.
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e tocke kojima dijelimo interval [0, 1] na n podintervala
1
20=0,01=—, 10=—,...,0,=1 (13)
n

e funkcija f(z) = x? strogo raste pa na podintervalu [z;_1, ;] postiZe minimalnu
vrijednost u tocki x;_1, a maksimalnu u tocki x;

n

b = Flo) = | T (14

e = ) = H (15)

n

Y
flx) =2°
1=295
1 =4
1=3
zog =0 Ti—1 T [L‘5:b x

Slika 6: Minimalna i maksimalna vrijednost funkcije na podintervalu [z; 1, x;].

e donja integralna suma glasi

I
.
||M:
I
| — |
-~
I
—_
_ 1
[\
3|
|
3c.o|’_‘
3
—
-~
|
—
SN—
[\
—
—
D
S—

n
Smin = Z f:mn[l'l - :L‘i—l]
i=1
e gornja integralna suma glasi

n n .12
i 7 1 1 )
Saz = E fmag;[l“i - «75@'71] = {E} E = E E i (17)
i=1 i i
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e osim donje i gornje integralne sume, joS mozemo izracunati i obi¢nu integralnu
sumu

e tocku & odaberemo kao poloviste intervala [z;_1, x;]

1 i—1 1 1
e e — s 4] = = (2i4+1 1
& = 1+2[xl Ti_1] - +2n 2n( i+1) (18)

e integralna suma glasi

S = Zf(fz)[% — X1 Z {QZ i 1] # Z (2i +1)? (19)

i=1

e sumu prvih n cijelih brojeva i sumu kvadrata prvih n cijelih brojeva ra¢cunamo
koristec¢i formule

1
1+2+---+n:§n(n—|—1) (20)

1
P+22 4. +n’= 6n(n+1)(2n+1) (21)

e obje formule mozemo dokazati matematickom indukcijom

e primjenimo formulu (ZIl) na donju i gornju integralnu sumu

n

1 . 1
i=1
1
—> Spin = —5(n—1)(2n — 1 99

1 1
Smaz:_g 22:_[]—2"‘22"“1“712}
n i1 n
1
=+ )20+ 1) (23)

e preostala nam je joS integralna suma
S = 222—1 L zn:(2¢—1)2 (24)
nZn  4n? —

e kvadriramo izraz 2¢ — 1

— Smaa: =

Zn:(%—n?: ; (4¢2—4¢+1)4i¢2—4ii+i1 (25)
% (n+1)2n+1) — 2n(n+1) +n (26)
% (2n+1)(2n—1) (27)
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e integralna suma glasi
S = 192 (2n+1)(2n — 1) (28)
e sada mozemo usporediti sve tri integralne sume
1
Smin = W(n —1)(2n—-1) (29)
= 2 H(2n -1
§= (204 1)(20 1) (30)
1
Smaa: = W(n + 1)(271 + 1) (31)

e poveCavanjem broja podintervala (tj. broja n) o¢ekujemo priblizavanje vrijed-

nosti svih triju suma

n Spin S Smaz
3 0.185 0.324 0.519
5 0.240 0.330 0.44
9 0.280 0.332 0.391
15 0.301 0.333 0.367
50 0.323 0.333 0.343

Tablica 1: Usporedba vrijednosti integralnih suma za razne podjele intervala [0, 1].

2 Svojstva odredenog integrala

2.1 Osnovna svojstva

e iz definicije odredenog integrala (povrsina pod krivuljom f(z)) slijedi

/ " H@)de = 0 (32)

e ako se granice integracije poklapaju, povrsine nema pa integral iS¢ezava

e ako zamijenimo granice integracije, integral mijenja predznak

/abf(x)dx _ /baf(x)d:p, 0 <b (33)
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e 0vO svojstvo mozemo ilustrirati na jednostavnom primjeru f(z) = ¢

(a, f(a) = ) (b, f(b)

)

(a,0) (b,0) 7

Slika 7: Primjer kod zamjene granica integracije.

e povrsina pravokutnika iznosi P = (b —a) - ¢

e racunamo povrsinu integriranjem
b
/ flz)dz = (b—a)-c (34)
e sada zamjenimo granice integracije
a b
/ flzx)de =(a—=0b)-c= —/ f(z)dz (35)
b a

e ako funkciju f(x) pomnozimo konstantom ¢, povrsina ispod nove krivulje cf(z)
glasi

/a ' ef(@)dz = o / ' Ha)de (36)

e ovo svojstvo mozemo pokazati sljedecom slikom
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Yy Cf(x)
/f(l“)
cfl)fb---------- / /:v
fegh o ,//
A0
f/’ |

@
“&H & & & b

4l
W~

Slika 8: Graf funkcije f(z) pomnozen konstantom c.

e visina svakog pravokutnika se poveca za faktor ¢ pa se i povrsina svakog pra-
vokutnika poveca za faktor ¢

e ukupnu povrsinu dobijemo zbrajanjem svih pravokutnika sto vodi na formulu

(513

e jednakim postupkom bi pokazali da vrijede sljedece relacije

b

b b
/ (@) + g(a)] dr = / fayr+ [ g

[ 1w st = [ g -

(x)dx (37)
b
g(x)dz (38)

/
/

e pretpostavimo, na kraju, da interval integracije [a, b] podijelimo na dva dijela
tockom ¢
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2.2

Slika 9: Podjela intervala integracije na dva dijela tockom c.

ukupna povrsina je suma povrsine koju dobijemo integriranjem od a do c i
povrsine koju dobijemo integriranjme od ¢ do b

/abf(x)dx = /:f(x)dx + /cb f(x)dx (39)

Teorem srednje vrijednosti

promatramo integral funkcije f(x) na intervalu [a, b]

ozna¢imo minimalnu i maksimalnu vrijednost funkcije f(x) na intervalu [a, b]

S fmm 1 fmaa}

iz definicije integrala slijedi procjena
b
fmin : [b - a] S / f(l')d.%’ S fmax : [b - a] (40)
podijelimo gornju jednadzbu s duljinom intervala
1 b
fmin S b / f(flf)dl’ S fmaw (41)
—a ),

funkcija f(z) poprima sve vrijednosti izmedu minimalne i maksimalne vrijed-
nosti pa na intervalu [a, b] sigurno postoji broj ¢ za koji vrijedi

1
b—a

fle) = / f(z)dz, ¢ € la,b] (42)
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e broj f(c) zovemo srednja vrijednost funkcije f(x) na intervalu [a, b]

Y f(x)

-
b

Slika 10: Srednja vrijednost funkcije f(z) na intervalu [a, b].

3 Newton-Leibnizova formula

ako za funkciju f(t) postoji integral na intervalu [a, b] mozemo definirati funkciju

ﬂmz/ﬂmﬁ (43)

funkcije F'i f vezane su sljede¢om relacijom

gfwﬁi%l%@ﬁZﬂ@ (44)

T

da bi dokazali prethodnu jednadzbu, koristimo definiciju derivacije

r+Azx T
F@+A@—ﬂ@:/ﬁ f@ﬁ—/f@ﬁ (45)

iskoristimo jedn. (B3]) da bi promijenili granice integracije u desnom integralu

r+Ax a
F@+A@—ﬂ@:/) f@ﬁ+/f@ﬁ (46)
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e sada iskoristimo jedn. (BQ) da bi prethodni izraz sveli na jedan integral
z+Ax
F(z+ Ax) — F(z) = / f(t)dt (47)
e na intervalu [z, x + Az| sigurno postoji broj ¢ sa svojstvom (teorem srednje

vrijednosti)

F(zx+ Az) — F(x) = Ax - f(¢), c€ [,z + Ax] (48)

e prema definiciji derivacije

d . Flx+Ar) - F(r)
g @) = fimg A = Jim f(c) (49)

e broj ¢ se nalazi unutar intervala [z, + Ax]

e ako interval dovoljno suzimo (Az — 0) broj ¢ ¢e se poklopiti s brojem x

Jim_f(c) = f(2) (50)
e funkciju F'(x) sa svojstvom

d

< pa) = 1) (51)

zovemo primitivna funkcija za funkciju f(z)

e primitivna funkcija je odredena do na konstantu C'

d dF dC
e derivacija konstante ivsc¢ezava pa slijedi
d dF
_ F = — =
~F@)+C) =5 = f() (53)

e mozemo zakljuciti da je F'(z)+C jednako dobra primitivna funkcija kao i F'(z)
’ dF
fa)dr = F) ~ Fla), - = f(x) (54)

e dakle, racunanje odredenog integrala se svodi na problem pronalazenja prim-
itivne funkcije
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1
Primjer 1: / w3 dx
0

e koristimo jedn. (B2
1
/ vdr = F(1) — F(0), (55)
0
gdje je F(x) primitivna funkcija za funkciju f(z) = 2

e koju funkciju trebamo derivirati da bi kao rezultat dobili funkciju f(z) = x3

e prisjetimo se formule za derivaciju potencije

d 1d
%x” =na" ' = ¥ = Z%fl (56)
e primitivna funkcija u ovom slucaju glasi
L4
F(z)= 1% (57)
e vratimo se jedn. (BI)
/1 S — 24 - Lo ] (58)
ridr =-1" — -0" = —
0 4 4 4

e neodredene integrale najcesée koristenih elementarnih funkcija mozemo sazeti
u sljedecoj tablici

f(z) [ f(z)dz

0 ¢ (konstanta)

1 T+ c

2 |2 (a+1)+¢, a#-1,a€R
1/x In|z|+e¢, x#0

e’ e’ +c¢
sin x —cosT+c¢
cos T sinx +c

Tablica 2: Integrali elementarnih funkcija.

e opcenito, integriranje je teze od deriviranja
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4 Problem puta

e Cestica se giba po pravcu brzinom v(t)
e poznati primjeri su

— jednoliko gibanje: v(t) = vy

— jednoliko ubrzano gibanje: v(t) = at, gdje je a konstantno ubrzanje
cestice

e trazimo put koji Cestica prevali u prvih nakon vremena T
e ako je gibanje jednoliko, trebamo pomnoziti brzinu vy i vrijeme gibanja T’

s(T) = v T (59)

v(t) = vy

t=20 t=T 1t

Slika 11: Ovisnost brzine o vremenu u slucaju jednolikog gibanja.

e put s(7') jednak je povrsini ispod grafa brzine na vt dijagramu (H)

e kod slozenijih primjera, kao npr. jednoliko ubrzano gibanje, problem rjesavamo
dijeljenjem vremenskog intervala [0, 7| na n podintervala tockama

O=tg<ti <ta<---<t,=t (60)

e duzinu pojedinog podintervala oznac¢imo s

Aty =t; — ;1 (61)
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v v(t) = at
/I//:
—r | |
—r | | |
= | | |

to 51 131 52 lo 53 t3 54 121 55 ls t

Slika 12: Ovisnost brzine o vremenu u sluc¢aju jednolikog ubrzanog gibanja.

e ako su podintervali dovoljno mali, gibanje na svakom od njih mozemo aproksimi-
rati jednolikim gibanjem

e odaberemo proizvoljnu tocku &; na podintervalu [t;_1, ;]

e brzinu na cijelom tom podintervali zamijenimo brzinom u tocki &;

e za svaki podinterval sada mozemo izracunati prevaljeni put
si = v(&)[tio1 — ti] (62)

e zbrojimo doprinose svih podintervala

n

s(T) = v(&)[ti — ] (63)

i=1
e opet smo dosli do integralne sume

e put koji Cestica prevali jednak je povrsini ispod krivulje v(t) i za opéenite
slucajeve, a ne samo za jednoliko gibanje

e u opcenitom sluc¢aju moramo rijesiti integral

S(T) — 5(0) = /0 o(t)dt (64)
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0 T t

Slika 13: Prevaljeni put s(7') jednak je povrsini ispod krivulje v(t).

e uslucaju jednolikog ubrzanog gibanja krivulja v(t) je pravac pa trazimo povrsinu
pravokutnog trokuta s katetama 7" i v(7T')

1 1
s(T) = 57 v(T) = iaTQ (65)
e do istog rezultata bi dosli rjesavajuéi integral (B2I)

s(T) —s(0) = /OT atdt (66)

e akceleracija je konstantna pa je mozemo izvuéi izvan integrala

e prema pretpostavci, u pocetnom trenutku cestica se nalazi u ishodistu =

s(0) =0
s(T):a/O tdt:§t2}0 :§[T2—02] :§T2 (67)
5 Zadaci za vjezbu

Zadatak 1

[zracunajte sljedece integrale:
L3
o [, #idx

° fol z"dx
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° fjl 23dx

° f_ll x2dx

foﬂ sin xdx

foﬂ cos xdzx

2m .
fo sin xdx

2
o " cos xdax

Zadatak 2

Cestica se giba po pravcu jednoliko ubrzano akceleracijom a s pocetnom brzinom
vp. Napisite izraz za brzinu i pomocu integrala nadite put koji cestica prijedu u
vremenskom intervali [0, T7.
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